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LORO AN р m om 


Apresentação à Edição Brasileira 


Elliott Mendelson é autor de um importante livro de lógica matemática, ainda hoje usado em cursos 
avançados de matemática e ciência da computação do mundo inteiro. Perceber que um pesquisador 
e autor deste calibre é capaz de escrever um texto tão introdutório como o presente livro e tão apro- 
priado para estudantes que estão começando um curso superior nas áreas de ciências exatas e tec- 
nológicas é uma surpresa e um grande prazer. Muito raramente pessoas de excepcional formação, co- 
mo о autor, demonstram interesse em escrever livros introdutórios. Comumente o ensino que ante- 
cede a pós-graduação é subestimado, tratado como se exigisse uma carga menor de conhecimento. 
Isso é falso. Escrever sobre cálculo diferencial e integral para alunos que estão começando um curso 
superior, de forma que os mesmos entendam o conteúdo sem se deterem em preciosismos, é uma 
tarefa que só pode ser realizada por alguém que domine amplamente o tema e, ainda assim, consiga 
assumir um compromisso de didática. Mendelson cumpre esses dois papéis muito bem. O leitor pode 
se considerar um privilegiado por ter acesso, em língua portuguesa, a um texto de tanto valor. Nosso 
idioma normalmente é desvalorizado. Muitos livros de excepcional qualidade jamais foram traduzi- 
dos e provavelmente jamais o serão. Mesmo autores que escrevem originalmente em nosso idioma 
encontram dificuldades para conseguir publicar suas contribuições com o apoio de editoras que con- 
tam com eficiente serviço de distribuição. E este livro é uma pequena flor que consegue se destacar 
neste difícil mercado editorial. Espero que exemplos como este sejam cada vez mais seguidos. 
Ao leitor, parabéns pela escolha. 
Adonai S. Sant' Anna 


Esta obra é limitada àquilo que é essencial ao cálculo. Ela cuidadosamente desenvolve, passo a passo, os princípios 
de derivação e integração a partir dos quais todo o cálculo é edificado. O livro é adequado tanto para revisão quan- 
to para um curso auto-suficiente de cálculo elementar. 

O autor tem percebido que muitas das dificuldades que os estudantes encontram no cálculo são devido a defi- 
ciências em álgebra e cálculos aritméticos, e que ênfase é dada nesses assuntos sempre que necessários. Grande es- 
forço foi empreendido — especialmente no que se refere à composição dos problemas resolvidos — para facilitar а 
introdução do iniciante no cálculo. Há também cerca de 1500 problemas complementares (com uma lista comple- 


ta de respostas no final do livro). 
Disciplinas de cálculo em cursos técnicos também podem ser beneficiadas com este livro. 


Esta segunda edição apresenta melhoramentos: 


1. Um grande número de problemas foi acrescentado pensando-se na disponibilidade de calculadoras gráficas. 
Tais problemas são precedidos pela notação [СС]. A solução desses problemas não é necessária para a com- 
preensão do texto, de modo que os estudantes que não têm uma calculadora gráfica não serão seriamente pre- 
judicados (a não ser que o uso de uma calculadora gráfica facilite sua compreensão dos conteúdos). 

2. A abordagem de vários tópicos foi expandida: 


(a) О Método de Newton é agora assunto de toda uma seção. A disponibilidade de calculadoras torna mui- 
to mais fácil lidar com problemas concretos por meio desse método. 


(b) Maior atenção é dada, e mais problemas são apresentados, sobre técnicas de aproximação numérica pa- 
ra integração, como a regra trapezoidal, a regra de Simpson e a regra do ponto médio. 


(c) А regra da cadeia tem agora uma demonstração completa esboçada em um exercício. 
3. A exposição foi simplificada em vários pontos e um número substancial de problemas novos foi acrescentado. 


O autor deseja agradecer ao editor da primeira edição, David Beckwith, ao editor da segunda edição, Arthur Bi- 
derman, e à supervisora editorial, Maureen Walker. 
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Sistemas de Coordenadas 
em uma Heta 


1.1 AS COORDENADAS DE UM PONTO 


Seja £ uma reta. Escolha um ponto O sobre a reta e chame esse ponto de origem. 


— o i$ 
[o 


Agora escolha uma direção ao longo de .£; digamos, a direção da esquerda para a direita no diagrama. 


E ——— 4 


o 


Para todo ponto P à direita da origem О, faça a coordenada de P como a distância entre O e P. 
————9—————————————9——————— Y 
o P 
(É evidente que, para especificar uma distáncia, é necessário primeiramente estabelecer uma unidade de distáncia 
arbitrariamente escolhida designando-se o número І para a distância entre dois pontos escolhidos.) 
No diagrama 


10 за 1 2 3 
e- ss *— +g 
о E DA B С 


a distância ОА é arbitrada como І, de modo que a coordenada de A é 1. О ponto В está duas unidades distante de О; 
portanto, В tem coordenada 2. Todo número real positivo r é a coordenada de um único ponto de А direita da ori- 
gem O; a saber, daquele ponto à direita de O cuja distância a O é r. 

Para todo ponto Q sobre .Z à esquerda da origem О, 


eo e $ 
Q o 


designamos um número real negativo como sua coordenada; o número - QO , o negativo da distância entre Q e O. 
Por exemplo, no diagrama 
-2 2x 02 


oeo co 
V U w о 
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o ponto U é considerado conio uma distância de uma unidade da origem O; portanto, a coordenada de U é -1. O 
ponto W tem coordenada ~ }, o que significa que a distância WO é Li Obviamente, todo número real negativo é a 
coordenada de um único ponto de .Z à esquerda da origem. 

Para a origem O é designado o número O como sua coordenada. 

Essa correspondência de números reais com os pontos da reta £ é chamada de sistema de coordenadas sobre £. 


-3 -52 -2 s 0 34 1 2 3 


о 


Escolher uma origem diferente, uma direção diferente ао longo da reta ou uma unidade diferente de distância re- 
sultaria em um sistema de coordenadas diferente. 


VALOR ABSOLUTO 


Para qualquer número real b define-se o valor absoluto | b | como a magnitude de b; ou seja, 


b seb>0 
i-i se b<0 


Em outras palavras, se b é um número positivo ou zero, seu valor absoluto | b [60 próprio b. Mas se bé é negativo, 
seu valor absoluto | b | é o número positivo correspondente -b. 


Exemplos 


5 1| 1 
131-3 PRE [i-o — |-2]=2 ЕЕ 


Propriedades do Valor Absoluto 
Observe que qualquer número r e seu oposto —г têm o mesmo valor absoluto, 
НЕЧЕ (11) 
Um importante caso especial de (7. /) resulta escolhendo-se r = и — v e lembrando que (u — v) = v- u, 
lu—vl=o— ul (1.2) 
Se |a| -| b | então a e b são o mesmo número ou a е b são opostos um do outro, 
la] = |6} implica a= b (1.3) 


Além disso, como | a | é a ou -a, e (-a) =a?, 


la? 2a? (1.4) 
Substituindo a em (1.4) por ab resulta 
[abf = (ab)? = ab? = |а = (аЬ 
de onde, sendo o valor absoluto não negativo, 
[ab| = [a][b] (1.5) 


Valor Absoluto e Distáncia 
Considere um sistema de coordenadas sobre uma reta ^e sejam A, e A, pontos de “сот coordenadas a, e a, Então, 


la, — а,| = 4,4; = distânciaentre A, e А, (1.6) 
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м еу Y. € Ж аъ 


Hh um em, m 


Exemplos 
EN EE {л is 
(a) — +++ ф 
o A, Az 
174 1=/2-5|=|-3|=3= 4,4; 
3 xa 1 0 1 2 3 4 
©) oyt 
Az o А 


la, = |= 14 – (-3)1= 14+ 31= 111=7= 4,4, 


Um caso especial de (7.6) é muito importante. Se a for а coordenada de А, então 


lal=distânciade A à origem Ш) 
Observe que, para qualquer número positivo c, 
|u|€c éequivalentea —с<и<с (1.8) - 
——— RE DE 
а i£ 
"e 0 [4 


Exemplo |и|<3 se, e somente se, -3« u «3. 
Analogamente, lul<c éequivaleniea —с<и<с (1.9) 


Exemplo Рага conseguir uma forma mais simples para a condição | x — 3 | < 5, substitua u por x — 3 em (1.9), 
obtendo -5 < x- 3 < 5. Somando 3, temos -2 < x < 8. De um ponto de vista geométrico, observe que | x-3 | < 5é 
equivalente a dizer que a distância entre o ponto A que tem a coordenada x e o ponto que tem a coordenada 3 é me- 
nor que 5. 


—— — — ——— EA 


2 3 8 


Segue imediatamente da definição de valor absoluto que, para quaisquer dois números a e b, 
—|а|<а<|а| e —|Ь|<Ь<|Ь| 
(De fato, a = | a | ou a=-| a |.) Somando as desigualdades, obtemos 


(—[а|) + (101) & а+Ь |а| [6 
—([а|+[Ь])<а+Ь |а| ib] 


e assim, de (7.8), com u=a+bec=|a|+|bl, 
Га 60 < |а| +10] (1.10) 


A desigualdade (1.70) é conhecida como a desigualdade triangular. Em (1.10) o sinal < é usado se, e somente se, 
a € b tiverem sinais opostos. 


Exemplo |3+(2)]=|1|=I,mas|3[+|-2/=342=5, 
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Problemas Resolvidos 
1.1 Lembrando que Ju sempre denota a raiz quadrada náo negativa de u, (a) calcule з? ; (b) calcule 4/(— 3}; (с) 


12 


13 


14 


1,5 


Mostre que /x? = |х|. (d) Por que a fórmula ,/x? = x não é sempre verdadeira? 
(a) JB = 49 = 3.00) ,/(—3)? = 9 = 3. (c) De acordo com (1.4), х? = | x Р; logo, uma vez que | x 20, NA Sjel: 
(d) Pelo item (c), ye = |х|, mas | x | =x é falso quando x < 0. Por exemplo, (=3) = Y =3 4—3. 


Resolva |x+3|< 5; ou seja, encontre todos os valores de x para os quais а relação dada vale. 
De (1.8),|x+3]<5 se, e somente se, - 5 <х+3 < 5. Subtraindo 3, -8 S x «2. 


Resolva | 3x+2|< 1. 


De (1.9), | 3x +2 | < 1 é equivalente a – 1 < 3x + 2 < 1. Subtraindo 2, obtemos a relação equivalente -3 < 3x < -1. 
Isso é equivalente, ao dividir por3, a — 1 «x «- Y. 


—————À 
———- “а _——. 
F -13 0 


Resolva [5 - 3x| «2. 
De acordo com (7.9), -2 < 5 – 3x < 2. Subtraindo 5, -7 < —3x < –3. Dividindo por 3 4> >1. 


REVISÃO DE ÁLGEBRA Multiplicar ou dividir ambos os lados de uma desigualdade por um número negativo inverte a desigualda- 
de: sea < bec < 0, então ac > bc. 

Para perceber isso, observe que а < b implica em b — a > 0. Logo, (b — a) с < O, já que o produto de um número positivo por um 
número negativo é negativo. Assim, bc — ас < 0, ou be < ac. 


e 
c 
0 1 43 
Resolva dns iz 2 (1) 
x—3 


Não podemos simplesmente multiplicar ambos os lados por x — 3, pois não sabemos se x — 3 é positivo ou negativo. 


Caso 1: x-3 > 0. Multiplicando (1) por essa quantidade positiva mantém a desigualdade: 


x+4<2x— 6 
4<x—6 [subtraindo x] 
10<x [adicionando 6] 


Portanto, se x > 3, (1) vale se, e somente se, x > 10. 


Caso2: x-3 < 0. Multiplicando (1) por essa quantidade negativa inverte a desigualdade: 


x+4>2x—6 
4>x-6 [subtraindo x] 
10>x [adicionando 6] 


Portanto, se x < 3, (7) vale se, e somente se, x < 10. Mas x < 3 implica que x < 10. Logo, quando x « 3, (1) é verdadeira. 
Dos casos 1 e2, (1) vale para x > 10 e para x < 3. 
AA. A Sc À 


—— — > —————— 


0 i 10 


E 


asl 


© 
б 
€: 
€ 
€» 
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1.6 Resolva (x- 2)(x +3) > 0. 
Um produto é positivo se, c somente se, ambos os fatores possuem o mesmo sinal. 


Caso 1: x-2>0ex+3>0. Então, x > 2 ex >-3, Mas essas são equivalentes a x > 2 apenas, uma vez que x » 2 im- 
plica em x > -3. 


Caso2: x-2 « 0e x- 3 < 0. Então, x < 2e x < -3, que são equivalentes a x « -3, já que x < -3 implica em x « 2. 
Portanto, (x — 2)(x + 3) > O vale quando x > 2 ou x < 3. 


CEN T IC 
+ + 4  ——-- MA 
ed -2 =f 0 1 2 


17 Resolva|3x-2|> 1. 


Vamos resolver a negação da relação dada, | 3x — 2 |< 1. De acordo com (1.9), 


—1<3х—2<1 
1<3х<3 [somando 2] 
«x«l [dividindo por 3] 


Logo, a solução de | 3x-2]>1éx<fo0ux21. 


e meme mm ecra e, 
ж SS 
v ! 1 


1.8 Resolva (x-3Xx- 1)(х +2) > 0. 


Os pontos cruciais são x=3,x= | e x == —2, onde o produto é zero. Quando x > 3, os trés fatores são positivos e o 
produto é positivo. Quando passamos da direita para a esquerda, através de x= 3, o fator (x — 3) muda de positivo para ne- 
gativo, e assim o produto será negativo entre | e 3. Quando passamos da direita para a esquerda através de x = 1, o fator 
(x— 1) muda de positivo para negativo, e assim o produto muda novamente de negativo para positivo ao longo do interva- 
lodex=-2ax= 1. Finalmente, quando passamos da direita para a esquerda através de x ——2, o fator (x + 2) muda de po- 
sitivo para negativo, e assim o produto fica negativo para todo x < 2. 


Portanto, a solucáo consiste de todos os x tais quex»3ou-2«x«1. 


Problemas Complementares 


1.9 (a) Para que tipo de número и, |и| 2 —4? (Б) Quais valores de x que|3-x]|éigualax-3? (с) Para quais va- 
lores de x que | 3 -x|éiguala3-x? 


1.10 (a) Resolva[2x+3]=4. (b) Resolva|5x-7]=1. (с) [EG] Resolva o item (a) fazendo o gráfico de y, =| 2x: 3 | 
€ y, = 4. O mesmo para o item (b). 


1.11 Resolva: (à |x—1!|«1 (b 13x 4 5|x4 () Ix+4]>2 


(d |2x-5|23 (e) |х2-10|<6 (f) HE «1 


() [cg Cheque suas respostas aos itens (a)-(f graficamente. 


x x—7 H 
12 Calcule: ——x1 E 
142 Calcule: (à << Der (e) E 2|<4 
3 
(d) ES () 1<3-2<5 (f) 3<2х+1<4 


(5) [CG] Cheque suas respostas aos itens (a)-(f) graficamente. 
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143 


1.14 


1.15 
1.16 


1.17 


1.18 


1.19 
1.20 


1.21 


1.22 


1.23 


1.24 


Resolva: (a) x(x+2)>0 (0) (х= 1+4 <0 (с) x2-6x+5>0 
(d x +Ix-8<0 (e) х2 <3х+4 (f) xx — Dx+1)>0 
(9) @х+(х—3{х+17)<0 


(л) [CG] Confira suas respostas aos itens (a)-(g) graficamente. 


[Sugestões: No item (с), fatore; no item (f), use o método do Problema 1.8.) 


d - E ESugestão: Use (1.5)] 


Mostre que se b + 0, então bi 


Prove que: (а) [а | -]d | (b) |а |= [а | (c) Generalize os resultados dos itens (a) e (b). 


Resolva: (a) |2x-3|2]x £2]. (b) |7x-5|2| 3x44]. (с)2х-1=|х+7| 
(d) [CG] Confira suas respostas aos itens (a)-(c) graficamente. 


Resolva: (a) |2x-3] < | x 2 | Sugestão: Considere os três casos x23, -2 «x «1, x « 2] 


(b) |3x-2|S|x- 1|. (c) Сб] Cheque suas soluções para os itens (a) e (b) graficamente. 


(a) Prove: |a - b| 2| |a | ^| b ||. [Sugestáo: Use a desigualdade triangular para provar que | a | &| a - ^ | - b e|b 
Isla-b+lal3 


(b) Prove] a-blsda|]b]o o 


Determine se ,/a* = a? vale para todos os números reais a. 
É verdade que ya </b? sempre implica em a < b? 


Sejam O, 1, A, B, C, D pontos sobre uma reta, com coordenadas respectivas 0, 1, 4,1, 3e— 1. Desenhe um diagra- 
ma mostrando esses pontos e determine: 7A, АТ, OC, ВС, IB, + BD, ID, IB + BC, IC. 


Sejam A e B pontos com coordenadas a e b. Determine b se: (a) a=7, B está à direita de A, e| b-a| 23; (b) a = 
-1, В está à esquerda de A, e| b-a |= 4; (c) a- - 2,0 « 0, e| b- a|3. 


Prove: (a) a < bé equivalente aa +c < b +c. 


ÁLGEBRA a <b significa que b — a é positivo. A soma e o produto de dois números positivos são positivos, o produto de dois 
números negativos é positivo e o produto de um número positivo com um negativo é negativo. 


" EOM a b 
(b) Se0 < c, entáo a < b é equivalente a ac < bcea =<-=. 
c c 


Demonstre (1.6). [Sugestão: Considere trés casos: (a) A, e A, sobre o eixo positivo x ou na origem; (b) A, e A, no 
eixo x negativo ou na origem; (c) А, e A, em lados opostos em relação à origem.] 


T 


Sistemas de Coordenadas 
em um Plano 


2.1 AS COORDENADAS DE UM PONTO 


Estabeleceremos uma correspondência entre os pontos de um plano e pares de números reais. Escolha duas retas 
perpendiculares no plano da Fig. 2-1. Vamos considerar, para fins de simplicidade, que uma das retas é horizontal 


€ e a outra vertical. A reta horizontal será chamada de eixo x e a reta vertical de eixo y. 
É y | 

( | P(a, b) 

: -—-b —À 


Fig.2-1 


A seguir escolha um sistema de coordenadas sobre o eixo x e um sobre o eixo y. A origem para ambos os sis- 
( temas de coordenadas é assumido como sendo o ponto O, onde os eixos se intersectam. O eixo x é orientado da es- 
querda para a direita, o eixo y de baixo para cima. A parte do eixo x com coordenadas positivas é chamado eixo x 

positivo, e a parte do eixo y com coordenadas positivas, eixo y positivo. 
Tome qualquer ponto P no plano. Considere a reta vertical que passa pelo ponto P, e seja a a coordenada do 
e ponto onde a reta intersecta o eixo x. Esse número a é chamado de coordenada x de P (ou a abscissa de P). Agora 
€ considere a reta horizontal que passa por P, e seja b a coordenada do ponto onde a reta intersecta o eixo y. O núme- 


ro b é chamado de coordenada y de P (ou a ordenada de P). Todo ponto tem um único par (a,b) de coordenadas as- 
Xu sociado ao mesmo. 
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Exemplos Ма Fig. 2-2, as coordenadas de vários pontos estão indicadas. Limitamo-nos a coordenadas inteiras 
somente por simplicidade. 


Reciprocamente, todo par (a,b) de números reais é associado com um único ponto no plano. 


Exemplos Мо sistema de coordenadas da Fig. 2-3, para encontrar o ponto tendo as coordenadas (3,2), comece na 
origem O, mova três unidades para a direita e então duas unidades para cima. Para definir o ponto com coordenadas 
(-2,4), comece na origem O, mova duas unidades para a esquerda e então quatro unidades para cima. Para encontrar 
о ponto com coordenadas (–1,-3), comece na origem, mova uma unidade para a esquerda e então trés unidades para 
baixo. Ш 


Dado um sistema de coordenadas, o plano inteiro, exceto os pontos sobre os eixos coordenados, pode ser divi- 
dido em quatro partes iguais chamadas de quadrantes. Todos os pontos com ambas as coordenadas positivas formam 
o primeiro quadrante, quadrante І, no canto superior direito (ver Fig. 2-4). O quadrante II consiste de todos os pon- 
tos com coordenada x negativa e coordenada y positiva; os quadrantes Ш e IV são também mostrados na Fig. 2-4. 


Os pontos que têm coordenadas da forma (0,b) são precisamente os pontos sobre o eixo y. Os pontos que têm 
coordenadas (a,0) são os pontos sobre o eixo x. 

Se um sistema de coordenadas é dado, é comum se referir ao ponto com coordenadas (a,b) simplesmente co- 
mo “o ponto (a,b)”. Portanto, pode-se dizer: “O ponto (1,0) pertence ao eixo x". 


2.2 AFÓRMULA DA DISTÂNCIA 


Sejam P, e P, pontos com coordenadas (x,, y;) e (x,, уз) em um dado sistema de coordenadas (Fig. 2-5). Queremos 
deduzir uma fórmula para a distância P,B . 

Seja R o ponto onde a reta vertical que passa por P, intersecta a reta horizontal que passa por P,. Evidentemen- 
te, a coordenada x de R é x,, a mesma de P}; e a coordenada y de R é y,, a mesma de P}. Pelo teorema de Pitágoras, 


E a m em 


m 
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Mas se A, e À, são as projeções de P, e P, sobre o eixo x, os segmentos P,R e A,A, são lados opostos de um retân- 
gulo. Logo, PR = АА, . Mas A/A, = |x,- x; |, de acordo com (1.6). Assim, Р.К = | x, — х, |. Da mesma forma, 
PR = | y, – у, |. Conseqüentemente, 


БР, = |х Р — уз] = (оң — xy + (у, XY 
donde PiP, = (x, хо) + (y, xy (2.1) 


[Equação (2.1) é chamada de fórmula da distância.) O leitor deve verificar que essa fórmula também vale quando 
P,e P, estão na mesma reta horizontal ou na mesma reta vertical. 


i » 


y Руз, y) Pix» y) 
1 
1 
R( у) 
é Рх. у) id 
| і 
l 1 
| l 
| | 
х x» x 
Fig. 2-5 
Exemplos 


(a) А distância entre (3,8) e (7,11) é 
JG TEX CTI? = [CIE S CCS = i639 = 3 =5 
(b) A distância entre (4,3) e (2,7) é 
@= € (73 = ERC = //4 +100 = 104 
VR - Ji 06-25 


(c) A distância entre qualquer ponto (a,b) c a origem (0,0) é a? + b?. 


2.3 AS FÓRMULAS DE PONTO MÉDIO 


Novamente considerando dois pontos arbitrários Р(х, у) e Р(х, у) deduziremos as coordenadas (x, у) do ponto 
médio M do segmento P,P, (Fig. 2-6). Sejam A, B e C as projeções perpendiculares de P,, M e P, sobre o eixo x. As 
coordenadas de A, B e C são х, x, x, respectivamente. Uma vez que as retas РА, MB e P,C são paralelas, as razões 
P,M/MP, e AB/BC são iguais. Mas Р,М = MP, . logo, АВ = BC. Como АВ = х —x,e BC = x; — x, 


XX =X — x 


2х= x; X; 

Xi XQ 

x=———* 
2 


(O mesmo resultado é obtido quando P, está à esquerda de P,, caso no qual AB =x, -xe BC =x — x,.) 
Da mesma forma, y = (y, + y,)/2. Portanto, as coordenadas do ponto médio M são determinadas pelas fórmulas do 
ponto médio 


¿A QATA 
xc e js (2.2) 


Em palavras, as coordenadas do ponto médio são as médias das coordenadas das extremidades. 
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Exemplos 143745 
(a) O ponto médio do segmento que conecta (1,7) e (3,5) é ( ) = (2, 6). 


E 


(b) O ponto médio entre (-2, 5) e (3, 3) é (+ сш 3 3 - 6 з) 


Problemas Resolvidos 


2.1 Determine se o triângulo com vértices A (-1,2), B (4,7), C (3,6) é isósceles. 


B-J-1-45 x (2—7) - JC 7 + (C5) = 4/25 + 25 = /30 


AC = /[-1- C-3 € 0-9? A = V/A +16 = /20 


С 
BC = ЛА - (3 +(7— 61 = 7029 1/50 


Como AB = BC, o triângulo é isósceles. 


22 Determine se o triângulo com vértices A(S, —3), В (-7, 3), C (2, 6) é um triângulo retângulo. 
Use (2.7) para calcular os quadrados dos lados, 
ЯВ -(-5 T + (23-33 = 22 + (6) = 4 + 36 = 40 
BC =(-1-Y+(3-62=814+9=90 
UUAC E (527 + (—3 — 6 = 49 + 81 =130 


Como AB? + ВС? = AC! , AABC é um triângulo retângulo com ángulo reto em В. 


GEOMETRIA A recíproca do teorema de Pitágoras é verdadeira também: Se AC' - АВ + BC no AABC, entioX ABC é um ân- 
gulo reto. 


2.3 Prove, usando coordenadas, que o ponto médio da hipotenusa de um triângulo retângulo é eqüidistante dos trés vértices. 
Considere a origem de um sistema de coordenadas localizado no ángulo reto C; faga o eixo positivo x conter o lado 
CA cocixo positivo y o lado CB [ver Fig. 2-7(a)]. 
O vértice A tem coordenadas (b, 0), onde b = СА; e o vértice B tem coordenadas (0, a), onde a = ВС. Seja M o pon- 
to médio da hipotenusa. Pelas fórmulas do ponto médio (2.2), as coordenadas de M são (5/2, a/2). 


Mb. ар) 


A(b, 0) 


(a) (5) 
Fig. 2-7 
Mas pelo teorema de Pitágoras, 
uva +. АВ Jfasb 
A=MB=> = 
2 2 


e pela fórmula da distância (2.1), 


ÁLGEBRA Para quaisquer números positivos u, v, 


Ee IER eassim five 


SA P ут (ты 


| d 


Ир a A И ет 


иту, pe, 


eeoccc 
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е NET 
AGA 


Logo, MA =MC. [Para uma prova geométrica mais simples, ver Fig. 2-7(b); MD e BC são paralelos.) 


Problemas Complementares 


24 


2.5 


2.6 
2.7 
28 


2.9 


2.10 
2.11 
2.12 
2.13 


2.14 
2.15 


(b) 
2.16 


217 
2.18 


Na Fig. 2-8, encontre as coordenadas dos pontos A, B, C, D, Ee F. 


Desenhe um sistema de coordenadas e marque os pontos que têm as seguintes coordenadas: (1, — 1), (4, 4), (- 2, – 2), 
(3, — 3), (0, 2), (2, 0), (-4, 1). 


Determine a distância entre os pontos: (a) (2, 3) e (2, 8); (b) (3, 1) e (3, 4); (с) (4, 1) e (2, 1); (d) (- 3,4) e (5, 4). 
Desenhe o triángulo com vértices A(4, 7), B(4, -3) e C(-1, 7) e determine sua área. 


Se (2, 2), (2, 4) e (3, —2) são trés vértices de um retângulo, encontre o quarto vértice. 


Fig. 2-8 


Se os pontos (3, 1) e (-1, 0) são vértices opostos de um retângulo cujos lados são paralelos aos eixos coordenados, 
encontre os outros dois vértices. 


Se (2, -1), (5,-1)e (3,2) são três vértices de um paralelogramo, quais são as possíveis coordenadas do quarto vértice? 
Determine as coordenadas de um ponto sobre a reta que passa pelo ponto (2, 4) e é paralela ao eixo y. 
Obtenha a distância entre os pontos: (a) (2, 6) e (7, 3); (b) (3, —1) e (0, 2); (с) (4,9 e 3,3). 


Determine se os três pontos dados são vértices de um triângulo isósceles ou de um triângulo retângulo (ou de am- 
bos). Encontre a área de cada triângulo retângulo. 


(а (1,2), 6, -2,7,6 (0) (&1,(,2,08,8 (0 ED, -49, (-4-D) 
Encontre o valor de k tal que (3, k) é eqüidistante de (1, 2) e (6, 7). 


(a) Os três pontos A(1, 0), B( 3.4) e CO, 8) são colineares (isto é, pertencem à mesma reta)? [Sugestdo: Se A, B, C 
formam um triângulo, a soma de dois lados, AB + BC, deve ser maior que o terceiro lado, AC. Se B está entre A е 
Cem uma reta, (AB + BC = AC)] 


Os trés pontos AC 5,— 7), В(0, – 1) c C(10, 11) são colineares? 


Determine o ponto médio dos segmentos de reta com as seguintes extremidades: (a) (1,-1) е (7,5); (b) (3, 4) e (1,0); 


(с) (4/2, ђе (5,3). 
Determine o ponto (a,b) tal que (3,5) é o ponto médio do segmento de reta que conecta (a,b) e (1,2). 


Prove, pelo uso de coordenadas, que o segmento de reta que conecta os pontos médios de dois lados de um trián- 
gulo tem metade do comprimento do terceiro lado. 


Capítulo 3 


Gráficos de Equações 


Considere a seguinte equação envolvendo as variáveis x e y: 
2y-3x=6 0) 


Observe que o ponto (2,6) satisfaz a equação, isto é, quando x é substituído pela coordenada x 2 e y é substituído pela 
coordenada y 6, o lado esquerdo, 2y — 3x, assume o valor do lado direito, 6. O gráfico de (i) consiste de todos os pon- 
tos (a,b) que satisfazem a equação quando x é substituído por a e y for substituído por b. Fazemos uma tabela com al- 
guns pontos que satisfazem (i) na Fig. 3-1(а), e indicamos esses pontos na Fig. 3-1(b). Parece que todos esses pontos 
pertencem a uma reta. De fato, será mostrado mais tarde que o gráfico (i) na verdade é uma reta. 


x y 
4 9 
3 115/2 
2 6 
1 92 
0 3 . 
+ 32 
-2 0 11 4L 111 E 
-3 | -3/2 -4 -3 -2 -1 2345 6 x 
-4| 3 > 
* 
(а) (b) 


Fig. 3-1 


Em geral, o gráfico de uma equação envolvendo x e y como únicas variáveis consiste de todos os pontos (х,у) 
que satisfazem a equação. 
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Exemplos 


(a) Alguns pontos do gráfico de y = х são determinados na Fig. 3-2(а) e mostrados na Fig. 3-2(b). Esses pontos su- 


gerem que o gráfico se parece com aquilo que seria obtido preenchendo-se a curva tracejada. Esse gráfico é do 
tipo conhecido como uma parábola. 


(b) О gráfico da equação xy = 1 é chamado de hipérbole. Como mostrado na Fig. 3-3(5), o gráfico se divide em 


duas partes separadas. Os pontos sobre a hipérbole ficam cada vez mais próximos dos cixos e mais afastados da 
origem. 


(c) O gráfico da equação 


é uma curva fechada, chamada de elipse (ver Fig. 3-4). 


1 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 


(а) (b) 


х | y 

з | 1з 

2| 

гра 

i| 2 

RE s 4 a 
и | 4 lo айз 
-i4 | -4 o. 
-13 | -3 S 
an | -2 
a 
2 ln 
-3 -1/3 

(a) 


Fig. 3-3 
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3 
2| +З =+1,5 
1 | 43V2 =+1,9 
0/22 

-1 | 62 

-2 | 45V5 
3/0 


(a) (b) 
Fig. 3-4 


Círculos 


Para um ponto Р(х, y) estar sobre o círculo de centro C(a, D) e raio.r, a distáncia"PC deve ser. r (Fig. 3-5). Mas, йе... 


acordo com (2. Г), 
PC = (x — ay + (у - Б)? 
A equação canónica, PC?= т^, do círculo com centro (a, b) e raio ré então 
(x-af + pb? =r 


Para um círculo centrado na origem, (3.7) fica simplesmente 


х2 фу =r 


P(x y) 


Fig. 3-5 


Exemplos 
(a) O círculo com centro (1, 2) e raio 3 tem a equação 


(х= 12 + (у – 22 = 9 
(b) O círculo com centro (-1, 4) e raio 6 tem a equação 


(x + 1 + (y — 42 = 36 


(3.1) 


(3.2) 


í 
£ 


{ 

© 
€ 
é 
€ 


CaPíruLo 3 + GRÁFICOS DE EQUAÇÕES 27 


(c) O gráfico da equação (x — a (y -7) = 16 é um círculo com centro (3,7) e raio 4. 
(d) O gráfico da equação + Y+ 2) = 1 é um círculo com centro (0,-2) e raio 1. 


Algumas vezes a equação de um círculo aparecerá em uma forma não canônica. Por exemplo, a equação 
x? +y —6x+2y+6=0 (ii) 
é equivalente a 
5-3^ +(у+ 12 =4 (ii) 
AA+ M—MMM LLL 


ÁLGEBRA Use as fórmulas (u + v)? =u? + 2uv + Ve (uv si! -2uv 7 para expandir o lado esquerdo de (iii). 


Se uma equação como (ii) é dada, existe um método simples para descobrir a equação canônica equivalente da 
forma (iii) e portanto encontrar o centro e o raio do círculo. Esse método depende de completar os quadrados; ou 
seja, substituir as quantidades x^ + Axe y + By pelas quantidades iguais 


AV 4? B g 
eM. ees 


Exemplo Vamos determinar o gráfico da equação 
x? +y)+4x-2y41=0 
Completando os quadrados, substitua x^ + 4x рог(х+2)#—4еу'— 2ypor(y-1y- 1 


(+ 224+ (у – 1) 14120 
(+ 292 + (у – 1) = 4 


Essa é a equação de um círculo com centro (-2, 1) e raio 2. 


Problemas Resolvidos 


34 Obtenha o gráfico: (a) da equação x = 2; (b) da equação y = 3. 


(a) Os pontos que satisfazem a equação x = 2 são da forma (2, y), onde » pode ser qualquer número. Esses pontos for- 
mam uma reta vertical [Fig. 3-6(a)]. 


(b) Os pontos que satisfazem y =-3 são da forma (x, —3), onde x é qualquer número. Esses pontos formam uma reta ho- 
rizontal [Fig. 3-6(5)]. 


y 


eoseoccecoovos 


(a) (b) 
Fig. 3-6 


3.2 Construa o gráfico da equação х= y”. 


Desenhar vários pontos sugere a curva mostrada na Fig. 3-7. Essa curva é uma parábola, a qual pode ser obtida do 
gráfico de у= x" (Fig. 3-2) trocando as coordenadas x e y. 
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оь - о 
Mo e 
ою о 


(а) (b) 
Fig. 3-7 


3,3 Identifique os gráficos de: 
(а) 3x2+3y?—6x-y+1=0 (b x? + у? – 8х + 16у + 80 = 0 


o 
(a) 


(c) 


x? + y? + 20х — 4y + 12040 


Primeiro, divida ambos os lados por 3, 


1 1 
ы здк РЕ шй 
X^ y!—2x 3! *3 


Complete os quadrados, 


Wa 1 
ear -j +т-1—-у=0 


371736 

гү 11% 1 2 25 

-1% —-] = араа Б кае 

Ё @ + j l*35737 36^ 56 36^ 36 


Logo, o gráfico é um círculo com centro (1, b e raio a: 


Complete os quadrados, 
(х— 4? + (у + 8)2 +80—16-64=0 ou (x-4+(y+8)=0 
Já que (x — 4) 2 0e (у + 8) > 0, devemos terx-4=0 e y + 8 = 0. Portanto, o gráfico consiste de um único ponto 
(4,-8). 
Complete os quadrados 
(x+102+(y—-22+120-100-4=0 ош  (x+10? +(y-2? =-16 


Essa equação não admite solução, uma vez que o lado esquerdo é sempre não-negativo. Logo, o gráfico consiste de 
ponto nenhum ou, como costuma-se dizer, o gráfico é o conjunto vazio. 


3.4 Deduza a equação canônica do círculo centrado em C(t, -2) e que passa pelo ponto P(7, 4). 


O raio do círculo é a distância 


CP = (0 — 1} + [4 (2) = 4/36 + 36 = 4/72 


Logo, a equação canônica é (x — y ++ 2/272. 


3.5 Obtenha os gráficos de: (a) y = x? + 2; (b) y = x? — 2; (с) y = (х — 2}; (d) y = (x -2Y. 


(a) 


(b) 
(с) 


O gráfico de y =x" + 2 é conseguido a partir do gráfico de y = x" (Fig. 3-2) subindo cada ponto duas unidades na di- 
reção vertical [ver Fig. 3-8(a)]. 


O gráfico de y =»? — 2 é obtido a partir do gráfico de y = x^ descendo cada ponto duas unidades [ver Fig. 3-8(b). 


O gráfico de у= (x – 2)? é conseguido a partir do gráfico de у= x movendo cada ponto do último duas unidades pa- 
ra a direita [ver Fig. 3-8(c)]. Para perceber isso, considere que (a, b) pertence a y = (x— 2). Então b= (a- 2y. Lo- 
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go, o ponto (a – 2, Б) satisfaz y = x^ e, portanto, pertence ao gráfico de y =x”. Mas (a, b) é obtido movendo-se (a — 
2, b) duas unidades para a direita. 


O gráfico de у= (х+ 2) é conseguido a partir do gráfico de y=xº movento cada ponto duas unidades para a esquer- 
da [ver Fig. 3-8(d)]. A argumentação é a mesma do item (c). 


Os itens (c) e (d) podem ser generalizados como se segue. Se c é um número positivo, о gráfico da equação F(x 
=€, y) = 0 é obtido do gráfico de F(x, у) = 0 movendo-se cada ponto do segundo gráfico c unidades para a direita. O 
gráfico de F(x + c, y) = 0 é obtido do gráfico de F(x, y) = 0 movendo-se cada ponto do segundo gráfico c unidades 
para a esquerda. 


® 1 
Na? 


-S -4 -3 -2 -10 1 2 х 


(с) у= (х- 2) (4) y- e «2? 
Fig. 3-8 


3.6 Encontre os gráficos de: (а) x=(y-2Y; (b) x= +27. 


(a) 


(b) 


O gráfico de x = (y — 2Y é obtido subindo o gráfico de xay [Fig. 3-7(b)] duas unidades [ver Fig. 3-9(a)]. O argu- 
mento é análogo àquele do Problema 3.5(c). 


O gráfico dex= (у+ 2) é obtido descendo o gráfico de x= y duas unidades [ver Fig. 3-9(b)]. 


Esses dois resultados podem ser generalizados da seguinte maneira. Se c é um número positivo, o gráfico da equa- 


ção F(x, у – с) = 0 é obtido do gráfico de F(x, у) =0 movendo-se cada ponto do segundo gráfico c unidades para cima.O 


gráfico de F(x, y + c) = 0 é obtido do gráfico de F(x, У) = 0 movendo-se cada ponto do segundo gráfico c unidades para 
baixo. 
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(b) 
Fig. 3-9 


3.7 Determine os gráficos de: (a) y=(x- 3+2; (b) yx-2)z1. 


(a) Pelos Problemas 3.5 € 3.6 o gráfico é obtido movendo-se a parábola y = x trés unidades para a direita e duas unida- 
des para cima [ver Fig. 3-10(a)]. 


(b) Pelo Problema 3.5, o gráfico é obtido movendo-se a hipérbole xy — 1 (Fig. 3-3) duas unidades para a direita [ver Fig. 


3-10(b)]. 
(a) (b) 
Fig. 3-10 
x уг Px 
38 D á ч ——> =; ap de 
esenhe os gráficos de: (a) 97455 0 9747! 


х y "E. vus xt А 
(a) Se lu 1, então foe +1>1. Assim, T > 1 e, portanto, | x | > 3. Logo, não existem pontos (x, y) no 


gráfico dentro do conjunto infinito -3 < x < 3. Ver Fig. 3-11(b) para um esboço do gráfico, que é uma parábola. 
(b) Permutando x e y no item (a), obtemos a hipérbole na Fig. 3-12. 


SA em 
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y 
+3 0 
+4 | 13718 
+5 | +$ 
+6 | +2/3-35 
(a) (b) 
Fig. 3-11 
Fig. 3-12 
Problemas Complementares 
3.9 Desenhe os gráficos das seguintes equações: 
(a) 3y-x=6 (b) 3y+x=6 () х= –1 
1 
@ у=4 © у= -1 (0 y= +1 
(0 у= х h) у= х O у= х? 
() ICG] Confira suas respostas com uma calculadora gráfica. 
3.10 Em um único diagrama, desenhe os gráficos de: 
1 
() у=х O y=2* (9 y=5º (0 y=3% Ө y=30 
(0 СО 


Confira suas respostas com uma calculadora gráfica. 


3.11 (a) Desenhe o gráfico de y =(x- 1). (Inclua todos os pontos com x = —2, –1, 0, 1, 2, 3,4.) Como esse gráfico se re- 
laciona com o gráfico de y =x"? [CG] Confira com uma calculadora gráfica, 


1 
(b) Desenhe o gráfico de y= T: [CG] Confira com uma calculadora gráfica. 
pou 


me 
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3.13 


3.14 


3.15 


3.16 


3.17 


3.18 
3.19 
3.20 


(с) Desenhe o gráfico de у= (x+ 1). Como esse gráfico está relacionado com o de у = х° [EG] Confira com uma 
calculadora gráfica. 


(d) Desenhe o gráfico de y = =; . [CG] Confira com uma calculadora gráfica. 
x 


Esboce os gráficos das seguintes equações. [EG] Confira suas respostas com uma calculadora gráfica. 
2 2 


(a) q+5=1 6) 4! 4-4 () -y= 
Env ND 
(d) y=x (e) fre 2: mu > =1 (f) xy=2 


[Sugestáo: Os itens (c) e (f) são hipérboles. Faça o item (e) a partir do item (a).] 


Obtenha uma equação cujo gráfico consiste de todos os pontos P(x, y) cujas distâncias ao ponto F(0, p) é igual à 
sua distância РО da reta horizontal y = – p (p é um número positivo fixo). (Ver Fig. 3-13.) 


Fig. 3-13 


Encontre as equações canônicas dos círculos satisfazendo as condições dadas: (а) centro (4, 3), raio 1; (Р) 
centro (-1, 5), raio Y; (c) centro (0, 2), raio 4; (d) centro (3, 3), raio 3/2; (e) centro (4, —1) e passa por (2, 
3); (f) centro (1, 2) e passa pela origem. 

Identifique os gráficos das seguintes equações: 

(а) x? +y? — 12x +20y+15=0 (b) x? +y? + 30у + 29 = 0 

() х2 +у + 3х 27у +4=0 (d) 2х2 + 2у - х= 0 

() x+y +2x-29+2=0 (f) x? y! + 6х + 4y = 36 


(а) O Problema 3.3 sugere que o gráfico da equação x + y+Dx+Ey+F=0éumcírculo, um ponto ou o con- 
junto vazio. Prove isso. 


(b) Obtenha uma condição para os números D, Ee F que é equivalente ao gráfico de um círculo. [Sugestão: Com- 
plete os quadrados.] 


Determine a equação canônica de um círculo que passa pelos seguintes pontos. (а) (3, 8), (9, 6) e (13, -2); (b) 
(5, 5), (9, 1) e (0, 4/10). [Sugestáo: Escreva a equação na forma não canónica x° + y +Dr+ Ey + F =0e então 
substitua os valores de x e y dados pelos três pontos. Resolva as três equações resultantes isolando D, E e F.] 


Para qual ou quais valores de ko círculo (x — k) + (y — 2K}? passa pelo ponto (1, 1)? 
Obtenha as equações canônicas dos círculos de raio 3 que são tangentes a ambas as retas х= 4 е y = 6. 


Quais são as coordenadas do(s) centro(s) do(s) círculo(s) de raio 5 que passa(m) pelos pontos (-1, 7) e (-2, 6)? 


Capítulo 4 


Retas 


4.1 COEFICIENTE ANGULAR 


Se P¡(x,, y) e P (x5, уз) são dois pontos sobre uma reta £, o número m definido pela equação 


JY2 у 


т = 2 


0-х 


é chamado de coeficiente angular de £. O coeficiente angular mede a “inclinação” de £. É a razão entre a diferen- 
са y, - y, nas coordenadas y e a diferença x, — x, nas coordenadas x. Isso é igual à razão RP,/P,R na Fig. 4-1(a). 


y y Е 
Pio y) | 


Р(х), y) 


И 
Р, у) 


Рх, ya) 


Руху, уз) 


(а) (b) 
Fig. 4-1 


Observe que o valor m do coeficiente angular não depende do par de pontos P., P, selecionados. Se outro par 


Рух, уз) е Pos, y4) for escolhido, o mesmo valor de m é obtido. De fato, na Fig. 4-1(b), o AP, P, S é semelhante 
ao AP, P, Р. 


GEOMETRIA Os ángulos em R e 5 são ângulos retos, е os ângulos em P, e P, são iguais, pois são ângulos correspondentes determina- 
dos pela reta Z que intersecta as retas paralelas PIR € PS. Logo, o AP, Р, S é semelhante ao AP, P, R porque dois ângulos do primeiro 
triângulo são iguais a dois ângulos correspondentes do segundo triângulo. 
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Conseqüentemente, já que os lados correspondentes de triângulos semelhantes são proporcionais 


RP, SP, Ya— Xi. JA— Js 


PR BS 0-х X473 


ou seja, o coeficiente angular definido por P, e P, é o mesmo coeficiente angular definido por P, e P,. 


Exemplo Ма Fig. 4-2, o coeficiente angular da reta que conecta os pontos (1,2) e (3,5) é 


Observe que quando um ponto da reta move-se duas unidades para a direita, move-se três unidades para cima. Note 
também que a ordem na qual os pontos são considerados não tem influência sobre o coeficiente angular: 


Em geral, 
PALA 


X,—X, XX 


Fig. 4-2 


O coeficiente angular de uma reta pode ser positivo, zero ou negativo. Vejamos o que o sinal do coeficiente an- 
gular indica. 


(i) Considere uma reta Z que se estende para cima e para a direita. Da Fig. 4-3(a), vemos que y, > y,; logo, y,— y. 
Além disso, x, > x, e, por isso, х, — x, > 0. Portanto, 
Pad 


m===>0 
X2 = X1 


O coeficiente angular de L é positivo. 


(ii) Considere uma reta F que se estende para baixo e para a direita. Da Fig. 4-3(b), vemos que у, < у; logo, »- 
y, € 0. Mas x, > ху, assim x, — x, > 0. Logo, 


љу q 
х7 х1 


O coeficiente angular de L é negativo. 


(ii) Considere uma reta horizontal Z. Da Fig. 4-3(c), y, = Y» portanto, у, — y, = 0. Como x, > x,, x, — x, > 0. Logo, 


O coeficiente angular de £ é zero. 


(iv) Considere uma reta vertical 2. Da Fig. 4-3(d), y, > y, de modo que y, — y, > 0. Mas x; = ху, de forma que x, — 
x, = 0. Portanto, a expressão 
Jya7»9i 


х= х1 
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cvm A A (Н E 


€ 


não é definida. O conceito de coeficiente angular não é definido раға £. (Algumas vezes expressamos essa si- 
tuação dizendo que o coeficiente angular de .£ é infinito.) 


Рух, уз) 


(a) (b) 


Pix y) 


Р(х. y) Pix), уз) Р\(х\, у) 


(c) (d) 
Fig. 4-3 


Agora vejamos como o coeficiente angular varia com a “inclinação” da reta. Primeiro consideremos retas com 
coeficientes angulares positivos, passando por um ponto fixo Р(х, y). Tal reta é mostrada na Fig. 4-4. Considere 
outro ponto, P,(x,, y;), de Ltal que x — x, = 1. Então, pela definição, o coeficiente angular m é igual à distância RP,. 
Mas quando a inclinação da reta aumenta, RP, cresce indefinidamente [ver Fig. 4-S(a)]. Logo, o coeficiente angu- 
lar de Z cresce de O (quando Pé horizontal) até + ec (quando Pé vertical). Por analogia, quando uma reta com coe- 


ficiente angular negativo torna-se mais inclinada, o coeficiente angular decresce de O (quando a reta é horizontal) 
até — = (quando a reta é vertical) [ver Fig. 4-5(b)]. 


y 
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Fig. 4-5 


4.2 EQUAÇÕES DE UMA RETA 


Considere uma reta £ que passa pelo ponto P (x, у) e tem coeficiente angular m [Fig. 4-6(a)]. Para qualquer ou- 
tro ponto Р(х, y) da reta, o coeficiente angular m é, por definição, a razão entre y – y, e х— x. Logo, 


m (4.1) 
x— > 


Por outro lado, se Р(х, у) não está na reta £ [Fig. 4-6(b)], então o coeficiente angular (y — y,) da reta (x— x,) é dife- 
rente do coeficiente angular m de £, de forma que (4.7) não vale. A equação (4.1) pode se reescrita como 
Y= yı =m(x— xy) (4.2) 


Observe que (4.2) é também satisfeita pelo ponto (х, y,). Assim, um ponto (x, y) pertence à reta L se, e somente se, 
satisfaz (4.2); isto é, Z é о gráfico de (4.2). A equação (4.2) é chamada de equação ponto-angular da reta .£. 


(a) (b) 
Fig. 4-6 


Exemplos 
(a) А equação ponto-angular da reta que passa pelo ponto (1, 3) com coeficiente angular 5 é 


у-3 = 4х ~ 1) 
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(Б) Seja Pa reta que passa pelos pontos (1, 4) e (1,2). O coeficiente angular de Z é 


Portanto, duas equações ponto-angular de . são 
y-4=x—1 e y-2=x+1 
A equação (4.2) é equivalente a 
y—y -mn-mx, ou у= тх + (у, — mx) 
Seja b o número y, — mx. Então, a equação fica 
y=mx+b (4.3) 


Quando х= 0, (4.3) resulta no valor y = b. Logo, o ponto (0, b) pertence a .2. Portanto, b é a coordenada y do pon- 
to onde Lintersecta o eixo y (ver Fig. 4-7). O número b é chamado de intercepto y de £, e (4.3) é chamada de equa- 
ção reduzida de L. 


| Fig. 4-7 
é 
Al Exemplo Seja La reta que passa pelos pontos (1, 3) e (2, 5). Seu coeficiente angular m é 
| © 
$23.25 
2- 1 
( Sua equação reduzida deve ter a forma y = 2x + b. Uma vez que o ponto (1, 3) pertence à reta 2, (1, 3) deve satisfa- 
€ zer a equação 
€ 3-2(D +Ь 
é Assim, b= 1, o que nos dá у = 2x + | como a equação reduzida da reta. 
© Um método alternativo é escrever uma equação ponto-angular 
€ y-3=2Ax—1) 
€ donde y-3=2x-2 
y=2x+1 


4.3 RETAS PARALELAS 


é Considere que Ӯ, e Ф, são retas paralelas, não verticais, e sejam P, e P, os pontos onde £, e 2, cortam o eixo y 
[ver Fig. 4-8(a)]. Assuma que R, está uma unidade à direita de P, e R, uma unidade a direita de P,. Sejam Q, e О, 
as interseções das retas verticais que passam por R, e R, com £, e £,. Logo, AP, R, Q, é congruente ao АР, R, O». 


GEOMETRIA Use o teorema da congruéncia do caso ALA (ângulo-lado-ângulo). X R, =% R, já que ambos os ángulos sáo retos, 


РІК, =P,R,=1 


XP,=%P, uma vez quex P, e P, são formados por pares de retas paralelas, 
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p 


EZ 2, 


* 


(b) 
Fig. 4-8 


coeficiente angular de Z, = 


E = coeficiente angular de , 


Portanto, retas paralelas têm coeficientes angulares iguais. 

Reciprocamente, se diferentes retas ZZ, e Z, não são paralelas, então seus coeficientes angulares devem ser di- 
ferentes. Pois se £, e £, se encontram no ponto P [ver Fig. 4-8(b)] e seus coeficientes angulares são iguais, então 
F, e £, deveriam ser a mesma reta. Portanto, provamos que: 


Teorema 4.1: Duas retas distintas são paralelas se, e somente se, seus coeficientes angulares são iguais. 


Exemplo ^ Determine uma equação da reta ZZ que passa por (3, 2) e é paralela à reta M que tem equação 3x - y = 
2. A reta dl tem equação reduzida y = 3x + 2. Logo, o coeficiente angular de M é 3, c o coeficiente angular da reta pa- 
ralela também deve ser 3. A equação reduzida de . deve então ser da forma y = 3x + b. Já que (3, 2) pertence a £, 2 
= 3(3) +b, ou seja b =—7. Portanto, a equação reduzida de Lé y = 3x — 7. Uma equação equivalente é 3x — у= 7. 


RETAS PERPENDICULARES 


Teorema 4.2: Duas retas não-verticais são perpendiculares se, e somente se, о produto de seus coeficientes 
angulares é —1. Logo, se o coeficiente angular de uma das retas © m, o coeficiente angular da 
outra é o inverso recíproco —1/m. 


Para uma demonstração, ver Problema 4.5. 


Problemas Resolvidos 


4.1 Obtenha o coeficiente angular da reta que tem a equação 5x — 2y = 4. Desenhe a reta e determine se os pontos 
(10,23) e (6,12) estão sobre a mesma. 


Isole y na equação, 


$ 
y= 3 x—2 
Portanto, temos a equação na forma reduzida; o coeficiente angular é je o intercepto y é - 2. A reta passa pelo ponto (0, 
- 2). Para desenhar a reta, necessitamos de outro ponto sobre a mesma. Substitua x por 2 em (1), obtendo у = 3. Logo, (2, 
3) é um ponto da reta (ver Fig. 4-9). (Poderíamos ter determinado outros pontos substituindo valores diferentes de 2 em 
x.) Para testar se (10, 23) está na reta, substitua x por 10 e y por 23 e veja se a equação 5x – 2y = 4 vale. Os dois lados são 
iguais; logo (10, 23) pertence à reta. Um teste semelhante mostra que (6, 12) não está sobre a reta. 


É 


E 
$ 
g 
€ 
e 
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4.2 Encontre uma equação da reta Z que é a mediatriz do segmento que conecta os pontos A(-1, 1) e B(4, 3) (ver 
Fig. 4-10). 


deve passar pelo ponto médio M do segmento AB. Pela fórmula do ponto médio, as coordenadas de M são (3,2). 
O coeficiente angular da reta que conecta A e B é 


A equação ponto-angular de Lé y -2 = —3 (x 3). 


y 


Fig. 4-10 


43 Determine se os pontos A(-1, 6), B(5, 9) e C(7, 10) são colineares; isto é, se tais pontos estão sobre a mesma reta. 


A, B, C serão colineares se, e somente se, a reta AB é a mesma reta AC, o que é equivalente a dizer que o coeficien- 
te angular de AB é igual ao coeficiente angular de AC. 
Os coeficientes angulares de AB e AC são 


Logo, A, B, C são colincares. 
44 Prove usando coordenadas que as diagonais de um losango (um paralelogramo cujós lados são iguais) são perpen- 
diculares entre si. 


Represente o losango como na Fig. 4-11. (Como sabemos que a coordenada x de D é v + u?) Então o coeficiente an- 
gular da diagonal AD é 


w—0 w 
| vcu-Ü v+u 


m, 


€ о coeficiente angular da diagonal BC é 


L E w w w? 
080, А oa Coy 


Já que ABCD é um losango, АВ = AC. Mas AB =u e AC = 4/02 + wi. Assim, 


+w = ш o pws o 2 = ш? р? 
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Conseqüentemente, 


A(0.0) B(u,0) x 


Fig. 4-11 


4.5 Demonstre o Teorema 4.2. 


Assuma que ¿£, e £, são retas perpendiculares não-verticais com respectivos coeficientes angulares m, e m,. Mos- 


-traremos que mun, =— J.-M 


Seja Z7 a reta que passa pela origem О e é paralela a Ӯ, e seja S£ a reta que passa pela origem e é paralela a £, 
[ver Fig. 4-12(a)]. Como 5 é paralela a £, e 2# é paralela a £^, o coeficiente angular de 2+ é m, e o coeficiente angu- 
lar de Z é m, (pelo Teorema 4.1). Além disso £% é perpendicular a £¥ uma vez que Ӯ, é perpendicular a L,. Seja Ro 
ponto de AZ; com coordenada x 1, e seja О o ponto de ZZ com coordenada x 1 [ver Fig. 4-12(b)]. A equação reduzida da 
reta de £* € y = тух, e assim a coordenada y de R é m, uma vez que sua coordenada x é 1. Analogamente, a coordenada 
y de О é m,. Pela fórmula de distância, 


00 = J/ — 0f + (m, — 0. =,/1 + m 
OR = J0 — 0 + (m, — 0f = /1 F m? 
QR = J/ — 1 + (m; — my = Jm, — m 


Pelo teorema de Pitágoras para o triângulo retângulo QOR, 


QR =00" + OR 
(n — m? = (1+ m3) + (1 + тэ) 
т —2m,m, + m? = 2 + т? + т? 
—2m,m) = 2 
тут = —1 
Reciprocamente, assuma que түт, =—1, onde тип, são os coeficientes angulares das retas £, e ,. Então £, não é 
paralela a £,. (Do contrário, pelo Teorema 4.1, m | = — 1 , о que contradiz o fato de que um quadrado nunca é negativo). 


Faça $, intersectar Z, no ponto P (ver Fig. 4-13). Seja £, a reta que passa por P e é perpendicular а Z,. Se m, é o coefi- 
ciente angular de .£,, então, pelo que temos mostrado, 


mm = —1 = mm, ou тз = m 


Сото £, e Y, passam por P e têm o mesmo coeficiente angular, elas devem coincidir. Portanto, <, é perpendicular a £, 
<£, é perpendicular a £,. 
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€ 


€ 
e К(1, m) 
€ Fig. 4-12 


4.6 Mostre que a reta y = х forma um ângulo de 45" com o eixo positivo x (isto é, x POQ na Fig. 4-14 mede 45°); 


Seja Po ponto sobre a reta y = x com coordenadas (1, 1). Projete uma perpendicular PQ sobre o eixo positivo x. En- 


tão, РО = 1e OQ = 1. Logo, + ОРО = X ООР, já que eles são os ángulos da base do triángulo isósceles ОРО. Uma vez 
( que x OQP 90º, 


C? КОРО + «ООР = 180º — «ООР = 180° — 90º = 90º 
Como ООР = ООР, cada um deles mede 45". 


4.7 Esboceo gráfico da equação | x| + [| y|=1 

Considere cada quadrante separadamente, No primeiro quadrante, |x| = x e |y| = y. Logo, a equação fica x + у = 1; 
3 isto é, у= —х + 1. Isso resulta na reta com coeficiente angular —1 e intercepto y 1. Essa reta intersecta o eixo x em (1,0). 
É Portanto, no primeiro quadrante nosso gráfico consiste do segmento de reta que conecta (1,0) e (0,1) (ver Fig. 4-15). No 
segundo quadrante, onde x é negativo e y é positivo, | x] 2— e | y | = у, e nossa equação fica- x +y= 1 ou y=x+ 1. Isso 
resulta na reta com coeficiente angular | e intercepto y 1, que passa pelos pontos (-1, 0) e (0, 1). Logo, no segundo qua- 
( drante, temos o segmento definido por esses dois pontos. Da mesma forma, no terceiro quadrante, obtemos о segmento 

que conecta (-1, 0) e (0, — 1) e, no quarto quadrante, o segmento que liga (0, —1) e (1, 0). 

AY E 52 


E 
A 


P(1.1) 


x 


& Fig. 4-13 Fig. 4-14 
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Fig. 4-15 


Problemas Complementares 


48 


49 


4.10 


4.11 
412 
4.13 


4.14 


4.15 


Obtenha uma equação ponto-angular da reta que contém cada um dos seguintes pares de pontos: (a) (2, 5) e (-1, 4); 
(b) (1, 4) e а origem; (с) (7, -De(- 1,7). 


Determine a equação reduzida da reta: (а) que passa pelos pontos (-2, 3) e (4, 8); (b) que tem coeficiente angular 2 
e intercepto y — 1; (c) que conecta os pontos (0, 2) e (3, 0); (d) que passa pelo ponto (1, 4) e é paralela ao eixo x; (e) 
que passa por (1, 4) e sobe cinco unidades para cada unidade que cresce em x; (f) que passa por (5, 1) e diminui três 
unidades para cada unidade que cresce em x; (g) que passa por (-1, 4) e é paralela à reta com equação Зх + 4y = 2; 
(h) que passa pela origem e é paralela à reta com equação y = 1; (i) que passa por (1, 4) e é perpendicular à reta com 
equação 5x + 2y = 1; (j) que passa pela origem e é perpendicular à reta com equação 5x + 2y = 1; (К) que passa por 
(4, 3) e é perpendicular à reta com equação x = 1; (/) que passa pela origem e bissecta o ângulo entre o eixo positi- 
vo хе o eixo positivo y. 


Encontre os coeficientes angulares e interceptos y das retas dadas pelas seguintes equações. Também encontre as 
coordenadas de um ponto diferente de (0, b) em cada reta. 


(à) у=5х+4 (b 7х-4у=8 (0) ye2x-4 (d y=2 (e) Ilf 


Se o ponto (2, К) pertence à reta com coeficiente angular m = 3 que passa pelo ponto (1, 6), determine К. 
O ponto (-1, —2) pertence à reta que passa pelos pontos (4, 7) e (5, 9)? 


(a) Use coeficientes angulares para determinar se os pontos A(4, 1), B(7, 3) e C(3, 9) são os vértices de um triángu- 
lo retângulo. 


(b) Utilize coeficientes angulares para mostrar que A(5, 4), B(- 4, 2), C(- 3, — 3) e D(6, — 1) são vértices de um 
paralelogramo. 
(c) Sob quais condições os pontos A(u, v + w), B(v, u + w) e C(w, и + р) estão sobre a mesma reta? 


(d) Determine k de modo que os pontos A(7, 5), B(-1, 2) e C(k, 0) sejam os vértices de um triângulo retângulo 
com ângulo reto em B. 


Determine se as retas dadas são paralelas, perpendiculares ou nenhuma das duas. 
(а) у= 5х ~ 2еу= 5х + 3 (b) y=x+3ey=2x+3 (с) 4x-2y=7e10x— 5у= 1 
(d) 4x—2y =7е2х+ 4у = 1 (e) 7х+ 3у = 6e3x + 7у = M 


À temperatura normalmente é medida em graus Fahrenheit ou graus Celsius. A relação entre temperaturas em Fah- 
renheit e Celsius é dada por uma equação linear. O ponto de congelamento da água é 0º Celsius ou 32" Fahrenheit, e 
O ponto de ebulição da água é 100" Celsius ou 212º Fahrenheit. (a) Deduza uma equação que fomeça a temperatura 
Fahrenheit y em termos da temperatura Celsius x. (b) Qual é a temperatura que é a mesma em ambas as escalas? 
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Para quais valores de k que a reta kx + Sy=2k: (a) terá intercepto y 4; (b) terá coeficiente angular 3; (c) passa- 
rá pelo ponto (6,1); (4) será perpendicular à reta 2x — 3y=12 


Um triângulo tem vértices A(1, 2), B(8, 0), C(5, 3). Encontre equações (a) da mediana de A ao ponto médio do la- 
do oposto; (b) da altura de B ao lado oposto; (c) da mediatriz do lado AB. 


Desenhe a reta determinada pela equação 4x — 3y = 15. Descubra se os pontos (12, 9) e (6, 3) pertencem a essa reta. 
(a) Prove que qualquer equação linear ax + yb=cé a equação de uma reta, assumindo que a e b não são zero. [Su- 


gestão: Considere separadamente os casos b = 0 e Б = 0.] 


(b) Demonstre que qualquer reta é o gráfico de uma equação linear. (Sugestão: Considere separadamente o caso 
no qual a reta é vertical e o caso em que a reta não é vertical.] 


(c) Prove que duas retas a,x + b,y =c, eax + Буу = c, são paralelas se, c somente se, a,b, = a;b,. (Quando а #0е 
b, #0, a última condição é equivalente a а/а, = bdb.) 


Se a reta Z'tem a equação Зх + 2y — 4 =0, prove que um ponto Р(х, y) está acima de .Z se, e somente se, 3x + 2y — 
4>0. 


Se a reta Й tem a equação 3x - 2y - 4 =0, demonstre que um ponto Р(х, y) está abaixo de M se, e somente se, 3x — 
2y-4>0. 


(a) Use duas desigualdades para definir o conjunto de todos os pontos acima da reta 4x + 3y — 9 = 0 c à direita da 
retax=1. Desenhe um diagrama indicando o conjunto. 


(b) Use uma calculadora gráfica para testar sua resposta ao item (a). 


(a) А companhia líder de aluguel de carros, Heart, cobra 30 dólares por dia e 15 cents por milha por um carro. A 
segunda companhia, Bird, cobra 32 dólares por dia e 12 cents por milha para o mesmo tipo de carro. Se você 
espera dirigir x milhas por dia, para quais valores de x custaria menos se alugar o carro da Heart? 


(b) [CG] Resolva o item (a) usando uma calculadora gráfica. 


Represente os gráficos das seguintes equações: (а) Ix|-Iylz 50 y 216 x]: 
(c) [CG] Use uma calculadora gráfica para resolver o item (b). 


Demonstre os seguintes teoremas geométricos usando coordenadas. 


(a) А figura obtida conectando os pontos médios de lados consecutivos de qualquer quadrilátero é um paralelo- 
gramo. 


(b) As alturas de qualquer triângulo se encontram em um ponto comum. 
(c) Um paralelogramo com diagonais perpendiculares é equilátero (um losango). 
(d) Se duas medianas de um triângulo são iguais, o triângulo é isósceles. 


(e) Um ángulo inscrito em um semicírculo é um ângulo reto. [Sugestão: Para os itens (a), (b) e (c), escolha siste- 
mas de coordenadas como na Fig. 4-16.] 
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4.26 Descreva geometricamente as famílias das seguintes retas, onde m e b são números reais quaisquer: 


(à) у=тх+2 (b y=3x+b 


4.27 О intercepto x de uma reta Pé definido como sendo a coordenada x do único ponto onde X intersecta o eixo x. Por- 
tanto, é o número a tal que (a, 0) pertence a £. 
(a) Quais retas não têm intercepto х? 
(Б) Obtenha os interceptos de (i) 2x — 3y =4, (ii) x+ 7y = 14, (iii) Sx- 13y= 1, (iv)x=3, (v)y=1. 
(c) Sea eb são intercepto x e intercepto y de uma reta, mostre que 
y 


x 
2-1 
a b 


é uma equação da reta. 


(d) Se (2) é uma equação de uma reta, mostre que a é o intercepto x e b é o intercepto y. 


4.28 No triângulo com vértices A(3, 1), B(2, 7) e C(4, 10) obtenha a equação reduzida: (a) da altura de A ao lado BC; 
(b) da mediana de B ao lado AC; (c) da mediatriz do lado AB. 


E 


TEUER 


Interseções de Gráficos 


A interseção de dois gráficos consiste dos pontos que os gráficos têm em comum. Esses pontos podem ser obtidos 
resolvendo simultaneamente as equações que determinam os gráficos. 


Exemplos 
(a) Para encontrar a interseção das retas Le M determinadas por 
Ф: 4x—3yz15 M: 3x42y=7 
multiplique a primeira equação por 2 e a segunda por 3, 


8x — 6y = 30 
9x + бу= 21 


Agora y tem os coeficientes — 6 e 6 nas duas equações, e somamos as equações para eliminar y, 


51 
17x = 51 ou x=—=3 


17 
Da equação para M, quando x=3, 3(3) +2y = 7. Logo, 


942y-7 ou 2y=-2 ou y=-1 
Portanto, o único ponto de interseção é (3, — 1) (ver Fig. 5-1). 


y 


«Y 


Fig. 5-1 
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(b) Encontrar a interseção entre a reta L. y —2x 4 | e o círculo (x— 1+ (yt Ту. Devemos resolver o sistema 


y=2x+1 @) 
(х= 12 + (у + 1) e 16 (2) 


A partir de (Г), substitua y por 2x + 1 em (2), 


(x — 1)? + Qx + 2)? = 16 
Q8 — 2x + 1) + (4x? + 8x + 4) = 16 
5x! + бх +5 = 16 
5x + 6x— 11-0 
(5х + П)(х – 0) = 0 
Logo, 5x + 11 =0 ou x 1 = 0; isto é, x ——11/5 = 2,2 ou x= 1. De (1), quando x = 1, y =3; e quando x=-2, 
2, y =-3, 4. Portanto, existem dois pontos de interseção, (1, 3) e (-2,2; -3,4), como indicado па Fig. 5-2. 
(c) Рага encontrar a interseção da reta y =x + 2 com a parábola y = x”, resolvemos o sistema 
у=? в) 
ysx (G) 
De (4), substitua y por x em (3) 
COREENE 2 
xi-x-2-0 
(х — 2)(х + 1)=0 


Logo, x-2=00u x+ 1 20; isto é, x=2 ou x=-1. De (3) ou (4), quando x=2, y 24; e quando x 2-1, у= 1. 
Portanto, os pontos de interseção são (2, 4) e (-1, 1) (ver Fig. 5-3). 


d 
х 
Fig. 5-2 Fig. 5-3 
Problemas Resolvidos 
5.1 Determine a interseção das retas 
Ф: 3x—3y=1 M: 4x42y=3 
Devemos resolver o sistema 
3x — 3y=1 
4х + 2y=3 


Para eliminar y, multiplique a primeira equação por 2 e a segunda por 3, 


бх — 6y =2 
12x + 6y =9 
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some as duas equações, 


Substitua x por 41 na primeira equação, 


11 
арың 
6 y 
5 
feud 
6 у 
3x. 
Bo? 
Assim, o ponto de interseção é (25, 15). 
2 2 


5.2 Obtenha a interseção da reta @ у= x +3 com a elipse 5 + A =1. 


Para resolver o sistema de duas equações, substitua y por x + 3 (como dado pela equação de £) na equação da 
elipse, 


х® dx +3} 
3 x 


Multiplique por 36 para eliminar os denominadores, 


Ax! + 9(x + 3j = 36 

4x! + 9(x? + 6x + 9) = 36 

4x? + 9x? + 54x + 81 = 36 
13x? + 54x +45 =0 


1 


ÁLGEBRA As soluções da equação quadrática ах? + bx + c = 0 são dadas pela fórmula quadrática 


mb yb? — 4ас 
E 2a 


x 


De acordo com a fórmula quadrática, 


x o THE 135) 54 + /2916— 2340 _ -54+ /376 -54 +24 


213) 26 26 26 
Logo, І 
аа Ma Т E EE 
26 * n 6575 
ou 
dos e y=x+3=-34+3=0 


Os dois pontos de interseção são mostrados na Fig. 5-4. 
Observe que poderíamos ter resolvido 13º + 54x + 45 = 0 fatorando o lado esquerdo, 


(13x + 15x + 3) =0 


Contudo, tal fatorização é às vezes difícil de conseguir, sendo que a fórmula quadrática pode ser aplicada automatica- 
mente. É 
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53 


Fig. 5-4 Fig. 5-5 


Obtenha a distância perpendicular do ponto P(2, 3) à reta Z: 3y + х= 3. 


Considere que a perpendicular de P a Z intercepte .£ no ponto X (ver Fig. 5-5). Se pudermos determinar as coorde- 
nadas de X, então a distância PX pode ser calculada pela fórmula da distância (2.1). Mas X é a interseção da reta com 


a reta M que passa por P e é perpendicular a Z. A equação reduzida de L é 


1 
==x+1 
p= =5х+ 


о que mostra que o coeficiente angular de 76 — 3. Portanto, pelo Teorema 4.2, o coeficiente angular de Mé — 1/—3 = 3, 


de modo que uma equação ponto-angular de J é 
у-3= 3х – 2) 
Isolando y, obtemos a equação reduzida de M, 
y-323x—6 ou y=3x—3 
Agora, resolva o sistema 
L3y+x=3 Miy=3x-3 
Da segunda equação, substitua y por 3x — 3 na primeira equação, 


38x — 3) +х= 3 
9x —9 +х= 3 
10x = 12 

12 6 

*71075 


Da equação para M, quando x = $, 


Logo, o ponto X tem coordenadas ($, 3) e 


nu 3\2 4 12V 16 144 
Px- Ip 2 nos Ml E 
A Ё ES E $ i ft 5 


160 


25 


Use a aproximação ,/10 = 3,16 (o símbolo яу significa “é aproximadamente igual a”) para obter 


РХ = 0,8(3,16) = 2,53 


= 
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mr ma 


E 
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Problemas Complementares 


5.4 Encontre as intersecóes dos seguintes pares de gráficos e esboce-os. 


5.5 
5.6 


5.7 


5.8 


5.9 


(a) Asretas £: x—2y=2 e M: 3x4 4y 26 

(b) Asretas F: 4x + 5у= 10 e M: 5х+4у=8 

(с) Areax+y=8cocírulo(x-2)+(y- 1) =25 

(d) Aretay=8x-6ea parábola у = 2x 

(e) As parábolas y =e duy 

(0 A parábola x= y' eo círculo + y! =6 

(g) Oscírculos à & y 21e - 1 4 y 21 

(А) A reta y=x—3 e a hipérbole xy =4 

Ci) Ocírculo de raio 3 centrado na origem e a reta que passa pela origem e tem coeficiente angular 4 
(П Asretas2x-y=1e4x-2y=3 


CGI Resolva o problema 5.4, itens (a)-(j), usando uma calculadora gráfica. 


(a) Usando o método empregado no Problema 5.3, mostre que uma fórmula para a distância do ponto P(x, y,) à 
reta £: Ax+ By cC 20é 
| Ax, + By, + C| 
JA + В? 


(b) Determine a distância do ponto (0,3) à reta x — 2y=2. 


Seja xo número de milhões de libras de carne que os fazendeiros oferecem para venda por semana. Seja y o núme- 
ro de dólares por libra que compradores estão dispostos a pagar pela carne. Assuma que a equação de suprimento 


da came é 
у = 0,02х + 0,25 


isto é, 0,02х + 0,25 é о preço por libra que os fazendeiros estão dispostos a vender a x milhões de libras de carne 
por semana. Assuma também que a equação de demanda para a carne é 


y = —0,025х + 2,5 


isto é, -0,025x + 2,5 € o preço por libra que os compradores estão dispostos a pagar por x milhões de libras de car- 
ne. Determine a interseção dos gráficos das equações de estoque e demanda. Esse ponto (x, y) indica o suprimento 
x no qual o preço de venda é igual àquilo que o comprador está disposto a pagar. 


Encontre o centro e o raio do círculo que passa pelos pontos A(3, 0), B(0, 3) e C(6, 0). [Sugestão: O centro é a in- 
terseção das mediatrizes de dois lados quaisquer do AABC.] 


Encontre as equações das retas que passam pela origem e que são tangentes ao círculo com centro em (3,1) raio 
3. [Sugestão: Uma tangente a um círculo é perpendicular ao raio no ponto de contato. Por essa razão o teorema de 
Pitágoras pode ser usado para dar uma segunda equação para as coordenadas do ponto de contato.] 


5.10 Encontre as coordenadas do ponto sobre a reta y =2x + 1 que é eqüidistante de (0, 0) e (5, 2). 


Capítulo 6 


Simetria 


6.1 SIMETRIA EM RELAÇÃO A UMA RETA 


Dois pontos P e О são denominados simétricos em relação a uma reta L se P е Q são imagens espelhadas relativa- 
mente a £. Mais precisamente, o segmento PQ é perpendicular a .Z no ponto A tal que PA = ОА (ver Fig. 6-1). 


K 
PA, 


Fig. 6-1 


(i) Se Q(x,y) é simétrico ao ponto P em relação ao eixo y, então P é (х,у) [ver Fig. 6-2(a)]. 
(ii) Se Q(x,y) é simétrico ao ponto P em relação ao eixo x, então P é (х,-у) [ver Fig. 6-2(b)] 


Fig. 6-2 


Um gráfico é denominado simétrico em relação a uma reta зе, para qualquer ponto P sobre o gráfico, o ponto О 


que é simétrico a P em relação a Z pertence também ao gráfico. £ é então chamada de eixo de simetria do gráfico. 
Ver Fig. 6-3. 


t 


gm 
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т} LA. 
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э жы 


Fig. 6-3 


t Considere o gráfico de uma equação f(x, у) = 0. Então, de (i) acima, o gráfico é simétrico em relação ao eixo y se, 
€ e somente se, f(x, y) = O implica em A-x, y) = 0. E, de (ii) acima, o gráfico é simétrico em relacáo ao eixo x se, e so- 
É mente se, f(x, y) = 0 implica em f(x, — y) = 0. 


Exemplos 
H (а) Oeixo y é um eixo de simetria da parábola y = x^ [ver Fig. 6-4(a)]. Se y x , então y = (- x). O eixo x não é um 
De err eixo de Simetria dessa parábola. Embora (1, 1) esteja sobre а parábola, (1, ~ 1).não pertence à mesma. 


2 2 
a (b) A elipse 5 +) =1 [ver Fig. 6-4(b)] tem os eixos x e y como eixos de simetria. Pois se Ty = 1, então 


1 . (=x? a x2 gs 

j jy е Tec» 

{ y y 

Y x x 
(a) (b) 


Fig. 6-4 


6.2 SIMETRIA EM RELAÇÃO A UM PONTO 


Dois pontos P e Q são ditos simétricos em relação a um ponto A se А é o ponto médio do segmento de reta PQ [ver 
Fig. 6-5(a)]. 

O ponto Q simétrico ao ponto P(x, y) em relação à ori гет tem coordenadas (~ x, — y). [Na Fig. 6-S(b), o APOR 
é congruente ao AQOS. Logo, OR = 03 e RP = 50.) 

Simetria de um gráfico em relação a um ponto é definida da maneira esperada. Em particular, um gráfico 96 
dito ser simétrico em relação à origem se, sempre que um ponto P pertencer a Y, o ponto Q simétrico a P em rela- 
ção à origem também pertence a < O gráfico de uma equação f(x, y) = O é simétrico em relação à origem se, e so- 
( mente se, f(x, y) = 0 implica em х, — y) - 0. 
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y 
P 
A 
AT 
A d $ 
Put Н 
Pd Q(-x.-y) b 
(a) (b) 
Fig. 6-5 
Exemplos 


(a) A elipse representada na Fig. 6-4(b) é simétrica em relação à origem porque 


2 AO 
Z +y?=1 implicaem ( E 
(b) A hipérbole xy = 1 (ver Fig. 6-6) é simétrica em relação à origem pois, se xy = 1, então (- х)(— y) = 1. 


(c) Se y= ax, então — y = a(- х). Portanto, qualquer reta que passa pela origem é simétrica em relação à origem. 


+ =1 


Fig. 6-6 


Problemas Resolvidos 


6.1 Determine se a reta y 2 — x (ver Fig. 6-7) é simétrica em relação: (a) ao eixo x; (b) ao eixo y; (c) à origem. 


(a) A reta não é simétrica em relação ao cixo x, pois, (= 1, |) pertence à reta, mas (- 1,— 1), o reflexo de (- 1, 1) no ei- 
хо x, não pertence à reta. 


(D) A reta não é simétrica em relação ao eixo y, pois (—1,1) está na reta, mas (1,1) o reflexo de (-1,1) no eixo y, não es- 
tá na reta. 


y 


Fig. 6-7 Fig. 6-8 


(c) A reta é simétrica em relação à origem, de acordo com o exemplo (c) acima. 


— A 


© 


[с] 


Ly A т 


e 


CaríruLo 6 + Siwerna — 53 


62 


63 


64 


65 


Determine se a parábola x = y^ (ver Fig. 6-8) é simétrica em relação: (a) ao eixo x; (b) ao eixo y; (c) à origem 
(a) А parábola é simétrica em relação ao eixo x, uma vez que x = y implica em x= (- у). 

(b) Não é simétrica em relação ao eixo y, uma vez que (1, 1) pertence à parábola, mas (— 1, 1) não pertence. 

(c) Não é simétrica em relação à origem, pois (1, 1) está sobre a parábola, mas (= 1, — 1) não está. 


Mostre que se o gráfico de uma equação f(x, у) = O é simétrico em relação a ambos os eixos x e », então é simétri- 
co em relação à origem. (No entanto, a recíproca é falsa, como mostrado no Problema 6.1.) 


Considere que f(x, y) = 0; devemos provar que f- x, -))=0.Como Д,у) = 0 e o gráfico é simétrico em relação ao 
eixo x, Дх, — y) = 0. Então, já que Дх, — y) = О e o gráfico é simétrico em relação ao eixo y, f(-x, — y) =0. 


Sejam os pontos P e Q simétricos em relação à reta £: y = x. Se P tem coordenadas (a, b), mostre que Q tem coor- 
denadas (b, a). 


Seja О com coordenadas (и, о) e seja B o ponto de interseção de .£ com a reta PQ (ver Fig. 6-9). B bissecta PQ; lo- 
go suas coordenadas são dadas por (2.2) como 
atu b+v 
25 72 


b+v atu 
2 
b+v=a+u 


v—u-a-b (1) 


da qual se deduz, já que B está sobre 2, 


Além disso, as retas perpendiculares PQ e £ têm os respectivos coeficientes angulares 
b—v 


ü—u 


de modo que, pelo Teorema 4.2, 


v+u=a+b (2) 


ÀY 


Fig. 6-9 


Para resolver (7) e (2) simultaneamente isolando u e о, primeiro some as duas equações, resultando 2v = 2a, ou v =a. 
Então subtraia (/) de (2), resultando 2u = 2b, ou и = b. Portanto, О tem coordenadas (b, a). 


4 Ў. 4 ‚ H Se $ r Й NET yis 
Se o gráfico de 31" + xy =5 é refletido no eixo y (isto é, cada ponto do gráfico é substituído pelo seu ponto simétri- 
co em relação ao eixo y), obtenha uma equação do novo gráfico. 
Um ponto (х, y) pertence ao novo gráfico se, e somente se, (— х, y) está sobre o gráfico original; isto é, se, e somente se, 


30 +(-x)y=5. Isso é equivalente a 34 —ху = 5. Observe que a nova equação é conseguida a partir da antiga equação 
substituindo x por — x. 
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Problemas Complementares 


6.6 Determine se os gráficos das seguintes equações são simétricos em relação ao eixo x, ao eixo y, à origem, ou ne- 
nhum desses casos. 


(0) y--x 6 у=? eye 
Mies O &-1*«y-9 (0) y-&- 
O aya) y 2 Q y-G 4 -4 


O y=*-3x2+5 () у= = +7х O у= (х 2) +1 


6.7 Obtenha uma equação da nova curva quando: 
(a) O gráfico de x" -xy + y^ = 1 é refletido pelo cixo x. 
(b) O gráfico de y y tx! = 8 é refletido pelo eixo y. 
(c) O gráfico dex? – 12x+3y= 1 é refletido pela origem. 
(d) Areta y=3x+ 1 érefletida pelo eixo y. 
(е) O gráfico de (x - 1) + у? = 1 é refletido pelo eixo x. 


7.1 А NOÇÃO DE UMA FUNÇÃO 


Dizer que uma quantidade y é uma função de alguma outra quantidade x significa, em linguagem comum, que o va- 
lor de y depende do valor de x. Por exemplo, o volume V de um cubo é uma função do comprimento s de uma ares- 
ta. De fato, a dependência de V sobre s pode ser feita precisa através da fórmula V = s^. Tal associação específica de 
um número s" com um número dado s é o que os matemáticos usualmente chamam de função. 

Na Fig. 7-1, representamos uma função f como algum tipo de processo no qual um número x produz um núme- 
ro fx); o número x é chamado de argumento de fe o número f(x) é chamado de valor de f para o argumento x. 


Exemplos 

(a) А função raiz quadrada associa cada número real não-negativo x com o valor yx ; OU Seja, o único número real 
não-negativo y tal que y’ x. 

(b) A função dobro g associa cada número real x o valor 2x. Logo, (3) = б, g(- 1) = -2, e 2) =2/2. 


O gráfico de uma função f consiste de todos os pontos (x, y) tais que y = f(x). Portanto, o gráfico de fé o gráfi- 
co da equação y = f(x). 


Exemplos 


(a) Considere a função f tal que f(x) = x + 1 para todo x. O gráfico de fé o conjunto de todos os pontos (x, y) tais 
que у= х + 1. Isso é uma reta, com coeficiente angular | e intercepto y ! (ver Fig. 7-2). 

(b) О gráfico da função f tal que f(x) =x° para todo x consiste de todos os pontos (x, y) tais que у= x^. Isso éa pará- 
bola da Fig. 3-2. 


(c) Considere a função f tal que f(x) = x? para todo x. Na Fig. 7-3(a), indicamos alguns poucos pontos no gráfico, о 
qual é esboçado na Fig. 7-3(b). 


Os números x para os quais uma função f produz um valor f(x) formam uma coleção de números, chamada de 
domínio de f. Por exemplo, o domínio da função raiz quadrada consiste de todos os números reais não negativos; 
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y 
ENTRADA FUNÇÃO SAÍDA 
(argumento) (valor) 
x f(x) 
——— di meia 
a 
x 
Fig. 7-1 


Fig. 7-3 


a função não é definida para argumentos negativos. Por outro lado, o domínio da função dobro consiste de todos os 
nümeros reais. 


Os números que são os valores de uma função formam a imagem da função. 
O domínio e a imagem de uma função f freqüentemente podem ser determinados com facilidade observando o 


gráfico de f. 


O domínio consiste de todas as coordenadas x de pontos do gráfico, e a imagem consiste de todas as 


coordenadas y de pontos do gráfico. 


Exemplos 


(a) 
(b) 


(c) 


(а) 


A imagem da função raiz quadrada consiste de todos os números reais não negativos. De fato, para cada núme- 
ro real não negativo y existe algum número real x tal que КА = у; а saber, o número y”. 

A imagem da função dobro consiste de todos os números reais. De fato, para todo número real y existe um nú- 
mero real x tal que 2x = y, a saber y/2. 

Considere a função valor absoluto A definida por A(x) = | x |. O domínio consiste de todos os números reais, mas a 
imagem é constituída de todos os números reais não negativos. O gráfico é mostrado na Fig. 7-4. Quando x 2 0, y = 
[x| é equivalente a y = x, a equação da reta que passa pela origem e com coeficiente angular 1. Quando x < 0, y = 
|x| € equivalente a y = х, a equação da reta que passa pela origem e com coeficiente angular —1. A projeção per- 
pendicular de todos os pontos do gráfico sobre o eixo y mostra que a imagem consiste de todos os y tais que y2 0. 


Fig. 7-4 


Considere a função g definida pela fórmula в(х) = /1 — x, sempre que essa fórmula fizer sentido. Aqui o valor 
1 — x é definido somente quando 1 — x > 0; isto é, somente quando x < 1. Assim, o domínio de g consiste de 

todos os números reais x tais que x < 1. É um pouco mais difícil obter a imagem de g. Considere um número real 

y; ele pertencerá à imagem de g se pudermos determinar algum número x tal que y =/1 — x, Como /1 — x 
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SIT. T. бы бы 79 


não pode ser negativo (pela definição da função raiz quadrada), devemos limitar nossa atenção ao y não-negati- 
Я 2 CER) 
vo. Mas ѕеу= 4/1 — x, então y = 1 —x, e, por esse motivo, x 1 =y. De fato, quando x= 1 — y”, então 


Мі х= 0/1010) = yi = y 


А imagem de g portanto consiste de todos os números reais não-negativos. Isso está claro a partir do gráfico de 
8 [ver Fig. 7-5(5)]. O gráfico é a metade superior da parábola х= 1 — y^. 


іу 


L 


Fig. 7-5 


(e) Uma função pode ser definida “por casos”, Por exemplo, 


sofi se x<0 


l+x se 05х51 


Aqui o valor ftx) é determinado por duas fórmulas diferentes. A primeira fórmula se aplica quando x é negativo, 
ea segunda quando 0 < x < 1. O domínio consiste de todos os números x tais que x € 1. A imagem acaba sendo 


todos os números reais positivos. Isso pode ser percebido na Fig. 7-6, na quai a projeção do gráfico sobre o ei- 
хо y corresponde a todos os y tais que y > 0. 


Fig. 7-6 


Observação: Em muitos tratamentos para os fundamentos da matemática, uma função é identificada com seu 
gráfico. Em outras palavras, uma função é definida como um conjunto f de pares ordenados tal que f nào con- 
tém dois pares (a, b) e (a, c) com b z c. Então "у= Дә)” significa dizer que “(x, y) pertence a f". No entanto, es- 
se tratamento obscurece a idéia intuitiva de uma função. 


7.2 INTERVALOS 


Ao se lidar com os domínios e as imagens de funções, intervalos de núm 
conveniente introduzir notação e terminologia especiais para eles. 


eros ocorrem tão fregiientemente que é 


Intervalo fechado: [а,Ь] consiste de todos Os números x tais que a € x € b. 
Os pontos em negrito sobre a reta em a e b significam que a e b estão inc] 


uídos no intervalo fechado [a,b]. 


a b 
AAA], 
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Intervalo aberto: (а, Б) consiste de todos os números x tais que a < x < b. 
Os pontos abertos sobre a reta em a e b indicam que as extremidades a e b não estão incluídas no intervalo aberto 
(a, b). 

a b 

р 


———Q———————————9—————————— 


Intervalos semi-abertos: [a, b) consiste de todos os números x tais que a € x < b. 
a b 
—ÓÓMM—. 
——9————————————M————————— 
(a, b] consiste de todos os números x tais que a < x S b. 


a b 
— Oo 


Exemplo Considere a função f tal que f(x) =./1 — x?, sempre que essa fórmula fizer sentido. O domínio de f 
consiste de todos os námeros x tais que 


1-xz0 o xxi o -—1<x<l 


Portanto, o domínio de f é o intervalo fechado [-1, 1]. Para determinar a imagem de f, observe que, quando x varia de 


021, /1 — x? varia de 1 a0. Logo, a imagem de fé o intervalo fechado [0,1]. Isso é confirmado observando o grá- 
fico da equação „/1 — x? na Fig. 7-7. É um semicírculo. De fato, o círculo x + y! = 1 é equivalente a 
y=1-x оч y=+y1-x 


O valor da função f corresponde à escolha do sinal + e fornece a metade superior do círculo. 


y 


Fig. 7-7 
Algumas vezes lidamos com intervalos que são ilimitados de um lado. 
Le, œ) é constituído de todo x tal que a < x. 


a 
AE ETE AREE E ae ES aaa SE AEA 


Ф, 


[a, œ) é constituído de todo x tal que a < x. 


a 
€————————— 


mei uau SS + 


(=, b] é constituído de todo x tal que x < b. 


q _AAAAAAAA ——————— 


(о, b) é constituído de todo x tal que x < b. 


——————9—————————À 
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Exemplo А imagem da função cujo gráfico está na Fig. 7-6 é (0, œ). O domínio da função representada na Fig. 
7-5(b) é (= о, 1]. 


7.3 FUNÇÕES PARES E ÍMPARES 


Uma função fé chamada par se, para qualquer x no domínio de f, – x está também no domínio de fe A =x) = f(x). 
Exemplos 
(а) Seja о) =2? para todo x. Então 
(х) «(-x! = х? =f(x) 
eassim fé par. 
(b) Seja fx) =3x' — 5x. +2 para todo x. Então 
А-х) 93(—3* - 5-3? + 2= 30% — Sx? + 2=f(x) 


Portanto, fé par. Mais genericamente, uma função que é definida para todo x e envolve somente potências pares 
de x é uma função par. 


(c) Seja fx) =+] para todo x. Então 
f(-9-(-xP412 х +1 
Mas — х? + 1 não é igual ax” + 1, exceto quando x — 0. Logo, fnão é par. 


Uma função f é par se, e somente se, o gráfico de f é simétrico em relação ao eixo y. Pois a simetria significa 
que para qualquer ponto (x, f(x) sobre o gráfico, o reflexo (- x, f(x) também está no gráfico; em outras palavras, 
RI = Җә) (ver Fig. 7-8). 


(x Д) @. /(х)) 


@, /(х)) 


Ex -fG» 


Fig. 7-8 Fig. 7-9 
Uma função f é chamada de ímpar se, para qualquer x no domínio de f, — x está também no domínio defe 
К-х) = – Дух). 
Exemplos 
(а) Seja fœ =} para todo x. Então, 
f(—3 = (=x? = —х? = —/(х) 
Portanto, f é ímpar. 
(b) Seja fx) = 4x para todo x. Então, 
. Лх) e 4-3) = —4x = —f (x) 
Logo, fé ímpar. 
(с) Seja fix) = 32° – 20° + x para todo x. Então, 
A = X-3* - 4-3? + (= = x) - a) x 
= 3х + 2х9 — х= —(3х9 — 2x3 + х) = —/(х) 
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Portanto, fé ímpar. Mais genericamente, se f(x) é definida como um polinômio que envolve somente potências 
ímpares de x (e não há termo constante), então f(x) é uma função ímpar. 


(d) А função fix) =+], que foi mostrada acima como não sendo par, também não é ímpar. De fato, 
А) = (0) +1=1+1=2 mas -f(-Ue 0-1) + 112 -E-14 1120 
Uma função f é impar se, e somente se, o gráfico de f é simétrico em relação à origem. Pois а simetria significa 


que para qualquer ponto (x, /(х)) sobre o gráfico, o ponto refletido (= x, — f(x)) também está no gráfico; isto é, 
А-х) =- fa) (ver Fig. 7-9). 


7.4 REVISÃO DE ÁLGEBRA: ZEROS DE POLINÓMIOS 


Funções definidas por polinômios são tão importantes no cálculo que é essencial revisar certos fatos básicos que di- 
zem respeito a polinômios. 
Definição: Para qualquer função f, um zero ou raiz de fé um número r tal que (1) = 0. 

Exemplos 

(a) 3 é uma raiz do polinômio 2º — 4x? — 8x + 6, pois 


23) — 4(3)? — 83) + 6 = W27) — 49) — 24 + 6 = 54 -36-4 +6 =0 


2. E z 3 
(b) 5éumzerode pe Ert porque 
x42 


G*-239)-15 25-10—15 0 
542 Е 7 Ug 


Teorema 7.1: — Sef()-ax «a, X”!+---+a;x+ ay é um polinômio com coeficientes inteiros (isto é, os nú- 
meros а„ à, . .., ау, Ag São inteiros), e se r é um inteiro que é uma raiz de f, então r deve ser 
úm divisor do termo constante a,. 


Exemplo ^ Pelo Teorema 7.1, qualquer raiz inteira de x — 2x — Sx + 6 deve estar entre os divisores de 6, que são 
+ 1,12,+3 e +6. Por substituição, descobre-se que 1, — 2 e 3 são raízes. 


Teorema 7.2: Um número r é uma raiz do polinômio 
f(x) = a, x* a, Ml ax d do 


se, e somente se, f(x) for divisível pelo polinômio x — r. 
Exemplos 


(а) Considere o polinômio f(x) = x ~ 4º + 14x 20. Pelo Teorema 7.1, qualquer raiz inteira deve ser um divisor de 
20; istoé, € 1, #2, x 4, + 5, + 10, ou + 20. Cálculos revelam que 2 é uma raiz. Logo (Teorema 7.2), x – 2 deve 
dividir f(x); realizamos a divisão na Fig. 7-10(a). Já que f(x) = (x — 2) – 2x + 10), as demais raízes são obti- 
das resolvendo 

x!—2x 410-0 


Aplicando a fórmula quadrática (ver Problema 5.2), 


xe Dt ado 24-36 2-./36../-1 
AS 2 


2 
EMC, ao 


Portanto, as outras duas raízes de f(x) são os números complexos 1 +3,/=1 е 1—3,/—1. 


(b) Determinar as raízes de fly) = л? — 5x + 3x + 9. As raízes inteiras (se existirem) devem ser divisores de 9: £ 1, 
+3,+ 9. 1 não é uma raiz, mas - | é. Logo, f(x) é divisível por x + 1 [ver Fig. 7-10(b)]. As outras raízes de f(x) 
devem ser as raízes de x? — бх + 9. Porém, x^ — 6x + 9 = (x — 3). Portanto, — | е 3 são as raízes de f(x); 3 é cha- 
mada de raiz dupla porque (х – 3) é um fator de x! - Si + 3x +9. 


MBAs 
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—— a a € 


x? — 4x? + 14x — 20|х—2 x? — 5х?+3х+9|х+1 


-x + 2х? x!-2x +10 «e x* х®—6х +9 
UO —2€ 14х—20 — бх? + 3х +9 
2x — 4х 6x? + 6x 
10x = 30 9x4 9 
—10x + 20 —9х-9 
(a) (b) 
Fig. 7-10 


Teorema 7.3: (Teorema Fundamental da Álgebra): Se raízes repetidas são contadas, então todo polinômio de 
grau n tem exatamente n raízes. 


Exemplo Мо exemplo (D) acima, o polinômio х? - 5x + 3x +9 de grau 3 tem duas raízes, — 1 e 3, mas 3 é uma 
raiz repetida de multiplicidade 2 e, por essa razão, é contada duas vezes. 


Problemas Resolvidos 


7.1 Encontre o domínio e a imagem da função f tal que Дх) =- x. 


Сото é definido para todo número real x, o domínio de f consiste de todos os números reais. Para determinar a ima- 
gem, observe que x° > 0 para todo x e, por esse motivo, -x° < para todo x. Todo número não positivo y aparece como um va- 
lor— x° para um argumento adequado x, a saber, para o argumento x= /-y (e também para o argumento x = --y ). Por- 
tanto, a imagem de fé (— со, 0]. Isso pode ser percebido mais facilmente observando o gráfico de y=- x^ [ver Fig. 7-11(a)]. 


y 


(a) 
Fig. 7-11 


7.2 Determine o domínio e a imagem da função f definida por 


x+l se -1«x«0 
100 = se 0<х<1 


O domínio de f consiste de todo x tal que -1 < x < Oou 0 £ x « 1. Isso corresponde ao intervalo aberto (-1, 1). A 


imagem de fé facilmente encontrada a partir do gráfico na Fig. 7-11(b), cuja projeção sobre o eixo y é o intervalo semi- 
aberto [0, 1). 


7.3 Defina f(x) como o maior inteiro menor ou igual a x; esse valor é usualmente denotado por [x]. 
Determine o domínio e a imagem, e desenhe o gráfico de f. 
Como [x] é definida para todo x, o domínio é o conjunto de todos os números reais. A imagem de f consiste de to- 


dos os inteiros. Parte do gráfico é mostrada na Fig. 7-12. Consiste de uma seqüéncia de intervalos horizontais unitários 
semi-abertos. (Uma função cujo gráfico é formado por segmentos horizontais é chamada de função degrau.) 
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7.4 Considere a função f definida pela fórmula 


75 


7.6 


x-i 
| x-1 


Јо) 


sempre que essa fórmula fizer sentido. Obtenha o domínio е a imagem e desenhe o gráfico de f. 


Fig. 7-12 Fig. 7-13 


A fórmula faz sentido sempre que o denominador x — 1 não é 0. Logo, o domínio de f é o conjunto de todos os nú- 
meros reais diferentes de 1. Mas x - 1 = (x- D(x+ 1) e assim 


Portanto, o gráfico de f(x) é o mesmo de y =x + 1, exceto que o ponto correspondente a x = 1 não aparece (ver Fig. 7-13). 
Portanto, а imagem consiste de todos os números reais, exceto 2. 


(a) Mostre que um conjunto de pontos no plano xy é o gráfico de alguma função de x se, e somente se, о conjun- 
to intersecta toda reta vertical no máximo em um ponto (teste da reta vertical). 


(b) Determine se os conjuntos de pontos indicados na Fig. 7-14 são gráficos de funções. 


(a) Se um conjunto de pontos é o gráfico de uma função f, o conjunto consiste de todos os pontos (x, y), tais que y = 
а). Se (хо, и) € (ху, у) são pontos de interseção do gráfico com a reta vertical x =X, então u = fx) e v = f(x). Lo- 
80, у =u, e os pontos são idênticos. Reciprocamente, se um conjunto s% de pontos intersecta cada reta vertical no 
máximo em um ponto, defina uma função f como se segue. Se «f intersecta a reta x = X em algum ponto (xy, w) fa- 
ca f(x) = w. Então sf é o gráfico de f. 


(b) (i) e (iv) não são gráficos de funções, já que eles intersectam certas retas verticais em mais de um ponto. 


Seja f(x) = х? + 2x 1 para todo x. Calcule: 


DI) OD A @ +0 
© fe-9 (Ф/х+® ans q) [etn 


Em cada caso, substituimos os argumentos especificados em todas as ocorrências de x na fórmula para f(x). 
(а) f0)=0?+22)-1=44+4-1=7 
(Б) 10-2) = (2) -23(-2—1-4-4-1--1 
© f(-39-2(-3! -X—3 -1- xi -2x -1 
(4) +1) = (+1) + 40+ 1) 1 = (02 -2x 1) 42x 42-19 x3 4x +2 


mom m ems 


ч 
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AM E 


() (i) 


м 


(iii) (iv) 
Fig. 7-14 


O fx-)-2(x-0D -2x-1—-1-2(à -2x - 22x 2-12 x! -2 
(f) f +h = x + 2(х-+ h) 1 = (х2 + 2hx + А2) + 2x + 2h—1 
= х? +2hx+2x+h +2h— 1 

(g) Usando o resultado do item (f), 
S + h) — ЈО) = (x? + 2hx + 2x + h? 2h 1) - G2 2x 1) 

= + 2hx + 2x + h? + 2h — 1 — x? — 2x + 1 

= 2hx + h? + 2h 
(h) Usando o resultado do item (g), 


5 2 m 
fern [e eh TA tentos Dolo 


7.7 Encontre todas as raízes do polinômio f(x) = х? - 8x + 21x 20. 


As raízes inteiras (se existirem) devem ser divisores de 20: +1 , +2, +4, £5, +10, +20. Cálculos mostram que 4 é uma 
raiz. Assim, x— 4 deve ser um fator de f(x) (ver Fig. 7-15). 
Para determinar as raízes de x — 4x + 5 use a fórmula quadrática 


MEC FAO EOS FRUI X uo 
Е 2 Ta E mao 2 E 2a. 


YA 


Logo, existem uma raiz real, 4, e duas raízes complexas, 2 + /—1 e2- J/ —1. 
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A EC 


х3 42 x!-4x +5 
— 4x? + 21x - 20 
4x! — 16х 
5x — 20 
—5x + 20 
Fig. 7-15 


Problemas Complementares 


7.8 Encontre o domínio e a imagem, e desenhe os gráficos, das funções determinadas pelas seguintes fórmulas (para 
todos os argumentos x para os quais as fórmulas fazem sentido): 


79 
740 


741 


742 


(а) hx)=4— х2 


() V=- 


() в) = Bl 


Q Hoe-ie 


(т) f()--1 
/@) =3 
/@ = —1 

Ed] 

(p) feo 


() Zt)ex- DJ 


6) бу=—2,/х 


© И) =1х- 1i 
(0 wf n 
х?—4 
mM 99-55 
1-х 
(9) 99) = }2 
х +1 


O ЈО) = 4x 


se x<0 
se x>0 


se x<-—l 
se —1<х<1 
se x>1 


© Н(х)=,/4—х? 


Дх) = —{/4—х*° 
() Је) = [2х] 
(i) = 
_|3—х para x<l 
0 Um [2-5 para x>1 
x sex<2 
(o) He = dg se x>2 
x —9 23 
O M9-4x-3 ** 
6 se x=3 


[CG Confira suas respostas ao Problema 7.8, itens (a)-(j), (л), (p), (s) e (f) usando uma calculadora gráfica. 


Na Fig. 7-16, determine quais conjuntos de pontos são gráficos de funções. 


Encontre uma fórmula para a função f cujo gráfico consista de todos os pontos (x, y) tais que (а) xy -220; (b)x= 
jog р ) q 


1+y 
Ly 


i (©) х? – 2xy + у = 0, Em cada caso especifique o domínio de f. 


Para cada uma das seguintes funcóes, especifique o domínio e a imagem, usando a notacáo de intervalo sempre que 
Nos itens (a), (b) e (e) use uma calculadora gráfica para indicar a solução.) 


possível. [Sugestão: СС] 
1 


(а) ЈО) = 


x— 1 se 


(@ Fo)= | 


x—2 se 


(x — 2x — 3) 


0<х<3 
3<х<4 


6) 9) = 


— x 


() б) = |х| х 


€) i= р КИ 


se-l<x<l 
sel<x 


CarítuLo 7 • Funções e seus Gráricos 65 


EEEE 


7.13 


7.14 


7.15 


7.16 


7.7 


y 
x 
(b) 
y 
x 
(d) 
Fig. 7-16 
уеде se xx —4 
(a) Sejamf(x)zx-4eg(x)-4 x44 Я 
k se х= —4 
Determine k de modo que f(x) = g(x) para todo x. 
2_ 
(b) Sejam Јо) = ETA ax) = х1 


х 


Por que está errado afirmar que fe g são a mesma função? 


Em cada um dos seguintes casos, defina uma função que tem o conjunto dado 2 como seu domínio e o conjunto 
dado R como sua imagem: (a) D= (0, 1) e R= (0, 2); (b) D=[0, 1) e ® = [— 1, 4); (c) D=[0, e) e R= (0, 1); (d) 
D= (- о, 1) (1, 2) [isto é, (— es, 1) junto com, (1, 2)] e R = (1, о). 


Para cada uma das funções no Problema 7.8, determine se o gráfico da função é simétrico em relação ao eixo x, ao 
eixo y, à origem, ou nenhum desses casos. 


Para cada uma das funções no Problema 7.8, determine se a função é par, ímpar ou nem par e nem ímpar. 


(a) Se fé uma função par e f(0) é definida, necessariamente Д0) = 0? 

(b) Se fé uma função ímpar e (0) é definida, necessariamente f(0) = 0? 

(c) Sefi) =X +kx+ 1 para todo xe se fé uma função par, determine К. 

(d) Sefla)=x" — (k - 2) 2x para todo x e se fé uma função ímpar, determine k. 
(e) Existe uma função f que é par e ímpar? 
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7.18 


749 


7.20 
7.21 


7.22 


7.23 


7.24 


7.25 


7.26 


7.27 


Calcule a expressão itas para as seguintes funções: 


(à) ЈО) = х2 2х (В) f0)=x+4 () Р) = х? +1 
@ 10)=yx (0 fG)- Jx-5x (f) ЛӘ) = 1х] 


Encontre todas as raízes reais dos seguintes polinômios: 
(а) x*-—10x? +9 (b х? + 2x? — 16х – 32 (0) x! – х? – 10x? + 4x + 24 
(дф x? -2х2+х-2 (е) х?+9х?2+26х+24  (f)xX-—5x—-2 (0) х? – 4х2 2х+8 


Quantas raízes reais pode ter o polinômio ax? + bx. + cx + d se os coeficientes a, b, c, d são números reais e а + 0? 


(a) Se Дх) = (x + 3)(х + k) e o resto é 16 quando f(x) é dividido por x — 1, obtenha k. 
(b) Se fx) = (x + 5)(х— К) е o resto é 28 quando f(x) é dividido por x — 2, determine k. 
ÁLGEBRA A divisão de um polinômio f(x) por outro polinômio g(x) resulta na equação 

S) = goa) + л) 


na qual g(x) (o quociente) e r(x) (o resto) são polinômios, sendo r(x) igual a O ou de grau menor que g(x). Em particular, para 
g(x) = x - a, temos 


f69 = (x. — aa) er = (e — aja) + (а) 


isto é, o resto, quando fix) é dividido por x — a, é exatamente Қа). 


Se os zeros de uma função f(x) são 3 e — 4, quais são os zeros da função g(x) = 0/3)? 
Se Дх) = 2° Kx! + Jx —5, ese f2) -3ef(- 2) = — 37, qual é o valor de K+ J? 


Q O i) 1 (ii) —1 (v) 2 (v) indeterminado 


Expresse o conjunto de solucóes de cada desigualdade abaixo em termos de intervalos: 


(0) 2x43«9 b) 5x4126 () 3x+4<5 d) 7x-2»8 
(e) 3«4x—5«7. (f) -1<2x+5<9 (9) |х+1|<2 (0) |3x-4|<5 
@ EE x6 (0 (x—3(x41«0 


Para quais valores de x que.os gráficos de (a) f(x) = (x - 1)(x + 2) e (b) f(x) = x(x — 1)(х + 2) estão acima do eixo x? 
ICG] Confira suas respostas por meio de uma calculadora gráfica. 


Prove o Teorema 7.1. [Sugestão: Resolva fr) = 0 isolando а] 


Demonstre o Teorema 7.2. [Sugestão: Faça uso da ÁLGEBRA que segue o Problema 7.21.) 


B 


— 


Capítulo 8 


Limites 


8.1 INTRODUÇÃO 


Em grande parte, cálculo é o estudo das taxas nas quais quantidades mudam. Será necessário ver como o valor fix) 

de uma função f se comporta quando o argumento x se aproxima de um dado número. Isso conduz à idéia de limite. 
Exemplo Considere a função ftal que 

x 


х-3 


Јо) = 


sempre que essa fórmula fizer sentido. Nesse caso, f é definida para todo х tal que о denominador x — 3 não é 0; ou se- 
ja, para x # 3. O que acontece com o valor fx) quando x se aproxima de 3? Bem, x se aproxima de 9, e assim x — 9 se 
aproxima de 0; além disso, x- 3 se aproxima de 0. Como ambos, numerador e denominador, se aproximam de 0, não 
x —9 

x-3. 

No entanto, fatorando o numerador, observamos quc 


x-9 (x-3x+3) 
x-3 x-3 к 


está claro о que ocorre com 


x+3 
Uma vez que x + 3 inquestionavelmente se aproxima de 6 quando x se aproxima de 3, agora sabemos que nossa fun- 
ção se aproxima de 6 quando x se aproxima de 3. A maneira tradicional para expressar matematicamente esse fato é 
. х°—9 
lim 


x23 X= 


=6 


х? 
Isso se lê: “O limite de 
x= 
Observe que náo existe problema algum quando x se aproxima de qualquer outro número diferente de 3. Por 
exemplo, quando x se aproxima de 4, x — 9 se aproxima de 7 e x — 3 se aproxima de 1. Logo, 


quando x tende a 3 é 6º. 
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8.2 PROPRIEDADES DE LIMITES 


No exemplo anterior, assumimos implicitamente certas propriedades óbvias da noção de limite. Vamos escrevê-las 
abaixo explicitamente. 


PROPRIEDADE I. 


limx=a 


Isso segue diretamente do significado do conceito de limite. 
PROPRIEDADE II. Se c é uma constante, 


lim с=с 
xa 


Quando x se aproxima de a, o valor de c permanece c. 


PROPRIEDADE III. Se c é uma constante e fé uma função, 
lim c * f(x) = c* lim f(x) 


xa xa 
Exemplo 
lim 5x 25- lin x 25*:3215 
x3 хәз 
lim — x = lim (—1)х = (- 1): lim х=(—1)+3=—3 
x3 х-3 хәз 


PROPRIEDADE IV. Se fe g são funções, 
lim [ f(x) + #09] = lim f(x) + lim g(x) 
xa 


"ti x^ xa 
O limite de um produto é o produto dos limites. 
Exemplo 
lim x? = lim x + lim x «a:a-a? 


хза хэа ха 


De maneira mais geral, para qualquer inteiro positivo л, lim x" = a". 


xa 


PROPRIEDADE V. Se fe g são funções, 
lim [f(x) + 409] = lim f(x) + lim g(x) 


хуа xa xa 
O limite de uma soma (diferença) é a soma (diferença) dos limites. 
Exemplos 


(a) lim (3x? + 5x) = lim 3x? + lim 5x 


3-2 хә? 122 


=3 + lim x? +5- lim x= 3(2)? + 5(2) = 22 


122 x22 


(b) De maneira mais genérica, se f(x) = apx" + a, x^! +++ ag é qualquer função polinomial e k é qual- 
quer número real, então 


lim f(x) = ak" + ap- ko ау = f(k) 


хк 


PROPRIEDADE VI. Se fe g são funções e lim g(x) 3 0, então 


эа 


10) Bod 


im == 
ama 9(х) lim g(x) 


xoa 
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O limite de uma razão é a razão dos limites. 


Exemplo 
NON 
A ља -5 0909-9 мр5 рз 
23x42 lim(xr2 30:2 14 
x24 
PROPRIEDADE VII. 


lim S) = үй f(x) 


O limite de uma raiz quadrada é a raiz quadrada do limite. 


Exemplo 


lim x? + 5 = lim (2 + 5) = 9-3 


x22 x 


As propriedades IV-VII têm uma estrutura em comum. Cada uma delas nos diz que, se fe/ou g tem um limite quan- 
do x tende a a (ver Seção 8.3), outra função relacionada também tem um limite quando x se aproxima de a, e esse li- 


тие é dado pela fórmula indicada. ....... 


8.3 EXISTÊNCIA OU NÃO EXISTÊNCIA DO LIMITE 


Em certos casos, uma função f(x) não se aproxima de um limite quando x tende a um número particular. 


Exemplos 

(a) A Figura 8-1(a) indica que 
lim ы 
x0 X 


não existe. Quando x tende а 0, a magnitude de 1/x torna-se maior е maior. (Se x > 0, 1/x é positivo e muito 
grande quando x se aproxima de 0. Se x < 0, 1/x é negativo e muito “pequeno” quando x se aproxima de 0.) 


(b) А Figura 8-1(b) indica que 
cx 
lim del 
x29 X 
não existe. Quando x > 0, |х |= x e | x Vx = 1; quando x < 0, | x |=- хе | x /x =—1. Portanto, quando x se 
aproxima de 0, | x |/x se aproxima de dois valores diferentes, 1 e- 1, dependendo se x se aproxima de 0 por 
valores positivos ou negativos. Uma vez que não existe um único limite quando x se aproxima de 0, dizemos 


que 
i UD 
tim 121 
x20 X 
não existe. 
(c) Seja 


х? se x<l 


10) = f 


x+1 sex>1 


Então [ver Fig. 8-1(c)], lim f(x) não existe. Quando x se aproxima de | pela esquerda (isto é, por valores de x < 


x-l 


1), fx) se aproxima de І. Mas quando x tende a 1 pela direita (isto é, por valores de x > 1), fx) se aproxima de 2. 
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м 


(а) (b) (c) 
Fig. 8-1 


Observe que a existência ou não de um limite para f(x) quando x > a não depende do valor de fa), e sequer é 
necessário que f seja definida em a. Se lim f(x) = L, então L é um número para o qual f(x) pode ser tornada arbi- 


x>g 
trariamente próxima, fazendo x suficientemente próximo de a. O valor.de.L — ou mesmo a existência de L — é de- 
terminado pelo comportamento de f nas proximidades de a, e não pelo seu valor em a (se tal valor existir). 


Problemas Resolvidos 


8.1 Calcule os seguintes limites (se existirem): 


(a) lim (7-1) (b) lim (2-2) (c) lim eoz (d) tim [x] 


y>2 2>0 us H— x2 
(a) y e 1/y têm limites quando y 2. Assim, pela Propriedade V, 
lim 1 
1 e L7 
lim (>) im Y —-lm==4-H2=4-2=2 
yi У ya y>2Y lim y 2 2 


(b) Aqui é necessário proceder indiretamente. A função x tem um limite quando x > 0. Logo, supondo que o limite in- 
dicado exista, a Propriedade V implica que 


1 1 
lim Б - G - 3! = lim - 
x20 X x20 X 


também existe. Mas esse não é o caso. [Ver o exemplo (a) na Seção 8.3.] Assim, 
A 1 
lim (e - y 
x20 х 


(e) lim lim MA = lim (u + 5) =10 


u»5 U— u$ us u-5 


não existe. 


и? — 25 


(d) Quando x tende a 2 pela direita (isto é, com x > 2), [x] permanece igual a 2 (ver Fig. 7-12). Contudo, quando x se 
aproxima de 2 pela esquerda (isto é, com x < 2), [x] permanece igual a 1. Logo, não existe um número único para o 
qual [х] se aproxima quando x tende a 2. Desse modo, lim [x] não existe. 


ao 
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8.2 Determine Jet (o) para cada uma das seguintes funções. (Esse limite será importante no estudo de cál- 


culo diferencial.) 


1 
(à) fe)e3x—-1 (b f(9e4x-x (с) Jo == 
(а) f+ А) = + 0) – 1 = 3х 381 
e Јо) = 3х –1 
= f(x В) — fi) = (3х + 3h — 1) — (3х — 1) = 3x 3h 1 3х 1 = 2h 
e fe+D-10 3h . 
€ h EE 
€ A 
p Logo lim 2 = lim 3 =3 
b h0 h-0 
e (b) +) =4(x + hy — (x + h) = 4o + 2hx + А2) x—h 
€ = 4? + 8х + 482 —x—h 
é Јо) = 4x2 =x" | 
1 f(x В) — f(x) = (4x? + 88x + 4h? — x — h) — (ax? х) 
É = 4х2 + 8hx Д x—h—4x +x 
€ = 8hx + 4h? — h = h(8x + 4h — 1) 
€ fe foy Mesa 1) э, s nc 
e е 
e Logo, im O os dpa 
€ h>0 h h>0 
i = lim (8x — 1) + lim 4h = 8x — 1 + 0=8x— 1 
é h>0 h-=0 


© feth- 


1 1 
х+һ x 


fe B - fb) 


ÁLGEBRA Soi 


_Х-(+) x-x-h А 

(hx (c+ х (+ dx 
Logo, Sath -So —-h cid de. ord 
h (x + һ)х (x hx h (х + hx 
e im EENIG P C E ga 
-0 к-о (х + fix noo XHA кох 
AS o ЖЕ! 
ба (к) x xx x 


h>0 
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х%—1 


8.3 Calcule lim 


xl 


Ambos numerador e denominador tendem a 0 quando x se aproxima de 1. No entanto, uma vez que 1 éuma raiz de 
X — 1, х- | éum fator de x — 1 (Teorema 7.2). A divisão de xº — 1 por x | produz a fatorização x - 1 = (х Dv x4 
D. Assim, 


3.1 — poe 1 
ui E c aset RIS 
x х1 gni х—1 x>1 


[Ver exemplo (b) da Propriedade V na Seção 8.2.) 


84 (a) Dé uma definição precisa do conceito de limite; lim f(x) = L- 
xa 


(b) Usando a definição no item (a) prove a Propriedade V de limites: 


lim f()2L e lim g(x) = К implica lim 0) + 90] =L + K 


xa xoa ^a 


Fig. 8-2 


(a) Intuitivamente, lim f(x) = L significa que ftx) pode ser escolhido tão próximo quanto desejamos de L se x for 
xa 
escolhido suficientemente próximo de a.Uma versão matematicamente precisa dessa afirmação é: Para qualquer nú- 
mero real e > 0 existe um número real б > O tal que 


O<ix-al<ô implicaem |f(x) — L| «e 


para qualquer x no domínio de f. Lembre que | x —a | < ô significa que a distância entre xe a é menor que Ó e que 
| Дх) - L | < e significa que a distância entre f(x) c L é menor que e. Assumimos que o domínio de f é tal que con- 
tém pelo menos um argumento x a uma distáncia de a menor que ô para um б> O arbitrário. Observe também que 
a condição 0 < [x ~a | exclui x =a, o que está em acordo com a exigéncia de que o valor (se houver) de fla) não 
tem nada a ver com lim f(x). 
xa 

Uma versão pictórica dessa definição é mostrada na Fig. 8-2. Não importa quão estreita seja uma faixa hori- 
zontal (de largura 26) que pode ser posicionada simetricamente acima e abaixo da reta y = L, existe uma faixa verti- 
cal estreita (de largura 20) em torno da reta x= a tal que, para qualquer coordenada x de um ponto nessa faixa exce- 
to x a, о ponto correspondente (x, f(x) pertence à faixa horizontal. O número $ depende do número e dado; se є 
for escolhido cada vez menor, então Stambém pode se tornar cada vez menor. 

A versão precisa dada acima para o conceito de limite é chamada de definição em termos de épsilon e delta de- 
vido ao uso tradicional das letras gregas ee б. 

(b) Seja € 0 dado. Então є/2 > бе, uma vez que lim f(x) = L, existe um número real б, > 0 tal que 


xa 


0<|х—-а|< 6б, implica em 176911 <5 (1) 


( 


( 


eooc 
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para todo x no domínio de f. Da mesma forma, como lim g(x) = K, existe um número ô, > 0 tal que 


xa 

0«|x—a|«ó, implicaem 1969 - K|«5 Q) 

para todo x no domínio de g. Seja б о menor entre б, e ô, Assuma que O < | x-a | < 8 e que x está nos domínios de 
fe g. Pela desigualdade triangular (7.10), 

ПОО + 4690) — (L + К)| = 1069 — 1) + (gb) — К)| < 1/6) — Ш + 1909 — KI (3) 


Para o número x considerado, (1) e (2) mostram que os dois termos do lado direito de (3) são, cada um, menores que 
€/2. Assim, 


116) +06) —( + KI «2e 


e temos desse modo estabelecido que lim (f(x) + g(x)) = L -- К. 


xoa 


Problemas Complementares 


8.5 Calcule os seguintes limites (se existirem): 


(a) 
(a) 
(9) 


0) 


D 


8.6 Calcule fe + Ю)—/() eentão lim [е + Л) ( 
h 


(a) 
(ad) 


Su? — 4 4-w 
lim 7 b) li 
E Сс O doa 
lim [x] (e) lim |х] (f) lim (7х2 — 5х2 2x —4) 
x32 x20 gni 
х 8 23 xi-x-12 
ü zt sa 
a : % a (x — [х]) 9 nn PUTET 
x-x-x-15 | 254-72 5х6 7, x* 3) — 13x? — 27x + 36 
"(o 1 " lim———— 2 
lim x—3 (9 РЕН х-2 0 e x2+3x—4 
s ух+3—/3 GD 0 Jxdt3-2 ч 1 4 
о кк — 


A se existir) para cada uma das seguintes fungóes: 
h>0 


Го) = 3х2+5 (bp) fo- (д) /)=1х+12 
f= @ Л) ух N f=- 


8.7 Dê demonstrações rigorosas das seguintes propriedades do conceito de limite: 


(a) 


limx-a (b limc-c (с) lim f(x) = L para, no máximo, um número L 


xoa xoa xa 


8.8 Assumindo que lim f(x) = L e lim g(x) = К, prove rigorosamente que: 


(e) 
(1 


хуа хэв 


lim c f(x) = с + L, onde с é qualquer número. 


xa 


lim (fœ) * gx) = L: К. 
и /®_Ь 
img TR 5еК #0. 


lim /f(x) = J/L se L > 0, 


xoa 


Se lim(f(x) = L) = 0, então lim f(x) = L. 


Se limf(x) = L = lim h(x) ese f(x) < g(x) < h(x) para todo x nas proximidades de a, então lim (x) = L. 
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89 


8.10 


811 


8.12 


[Sugestáo: No item (d), para L > 0, 


Jia _ AA. Јо) | 19-и 
Мл |М VD = E у 


No item (f), se f(x) e A(x) pertencem ao intervalo (L — e, L + €), o mesmo deve ocorrer para g(x).] 


Em uma demonstração, em termos de epsilon e delta, do fato de que lim (2 + 5x) = 17, qual dos seguintes valores 
de б é о maior que pode ser usado, dado € ? x 


oc 0j Oi 07 0; 


x*— 


(a) Calcule lim 


х1 


4 


(b) (Са Resolva o item (a) com uma calculadora gráfica fazendo o gráfico de у= х 
tamento da curva quando х se aproxima de 1. 


x V -5 
(a) Determine lim UREE 


x4 x-4 


e avaliando o compor- 


(b) [CG] Resolva o item (a) com uma calculadora gráfica fazendo o gráfico de y = мх+1-5 е avaliando о 
comportamento da curva quando x se aproxima de 4. Ria 


Obtenha os seguintes limites: 


2-1 2 3. зу? f —4 
(a) tim ALEX lim 5 +3x+2 20 0X —3x lim AE 16 
x 


noc ore 
30 x vom 3х —- x— 14 кэз X — Ax +3 x0 


Mm eme 


"D 


mam 


jm 


Pu 


DAS s 


atm 


€_ >> 
Рарз IN 


Capítulo 9 


Limites Especiais 


9.1 LIMITES LATERAIS 


É comumente útil considerar o limite de uma função f(x) quando x se aproxima de um dado número pela direita ou 
pela esquerda. 


Exemplos 


А x=] se x<0 
(a) Considere a função f(x) = 


x42 se x>0' 
Seu gráfico é dado na Fig. 9- 1(a). Quando x se aproxima de O pela esquerda, f(x) se aproxima de —1. Quando x 
se aproxima de O pela direita, f(x) se aproxima de 2. Denotamos esses fatos como: 

lim х) = —1 с lim f(x) = 2 


x-0- 2+0+ 
o f£ sx<l 
(b) Considere a função g(x) = 2 xsi“ 


Seu gráfico é dado na Fig. 9-1(b). Então lim g(x) = le lim g(x)= 2. 


rot ate 


(b) 
Fig. 9-1 
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É claro que lim f(x) existe se, e somente se, ambos lim f(x) € lim f(x) existeme lim f(x) = lim f(x). 


x>4 xoat хэа- xat x-a- 


9.2 LIMITES INFINITOS: ASSÍNTOTAS VERTICAIS 


Se o valor f(x) de uma função cresce indefinidamente quando x se aproxima de a, então lim f(x) não existe. Po- 
rém, escrevemos Tr 


lim f(x) = +оо 
xa 
para indicar que f(x) cresce indefinidamente. 


Exemplo Seja х) = 1/x° para todo x+ 0. O gráfico de fé mostrado na Fig. 9-2. Quando x se aproxima de O por 
qualquer lado, 1/x cresce indefinidamente. Logo, 


T 
lim <= +00 
x20 Y 


A notação lim f(x) = — oo significará que f(x) decresce indefinidamente quando x se aproxima de a; isto é, 


xu 
lim f(x) = —oo se,esomentese, lim (—f(x)) = +оо 
xa x2a 
y 
x 
| Fig. 9-2 
Exemplo 


baseado no problema anterior. 


Algumas vezes f(x) crescerá ou decrescerá indefinidamente quando x se aproxima de a por um lado (x > a^ 
ou x- a). 


Exemplos 


(a) Seja fix) = 1/x para todo x# 0. Então escrevemos 


"E 
lim == +оо 
х-0+ X 


para indicar que f(x) cresce indefinidamente quando x se aproxima de 0 pela direita [ver Fig. 8-1(a)]. Da mesma 
forma, escrevemos 


para expressar o fato que x) decresce indefinidamente quando x se aproxima de O pela esquerda. 


LN еу еу 


€ 
b: 


MESE C  N 
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1 
() Seajpe x РАХ O 
Xx 


Então (ver Fig. 9-3), lim (х) = +o е lim f(x) = 0 


x>0+ x>0- 


Fig. 9-3 


Quando f(x) tem um limite infinito à medida que x se aproxima de a pela direita e/ou pela esquerda, o gráfico 
da função aproxima-se cada vez mais da reta vertical x = a quando x tende a a. Nesse caso, a reta x = a é chamada 
de assíntota vertical do gráfico. Na Fig. 9-4, as retas х= a e x = b são assíntotas verticais (se aproximando por um 
lado apenas). 

Se uma função é expressa como uma razão, F(x)/G(x), a existência de uma assíntota vertical x = a é usualmen- 
te detectada pelo fato de que G(a) = 0 [exceto quando F(a) também se anula). 


Fig. 9-4 Fig. 9-5 
Exemplo Seja Дх) = = para х # 3. Então x —3 é uma assíntota vertical do gráfico de f, pois 
x= 


2. X—2 2 x-2 
lim = +оо e lim 
хәз+ X—3 


Nesse caso, a assíntota x= 3 é aproximada por ambos os lados, direito e esquerdo (ver Fig. 9-5). 


[Observe que, de acordo com a divisão, pin 1+ 5 Portanto, o gráfico de f(x) é obtido pela translação da 


hipérbole y = 1/x três unidades para a direita e uma unidade para cima.] 
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9.3 LIMITES NO INFINITO: ASSÍNTOTAS HORIZONTAIS 


Quando x cresce indefinidamente, o valor f(x) de uma função f pode se aproximar de um número real fixo c. Nesse 
caso, escrevemos 


lim f(x) = c 


x+ to 


ou seja, o gráfico de f aproxima-se da reta horizontal y = c quando x cresce indefinidamente. Então, a reta y = с é 
chamada de assíntota horizontal do gráfico — mais precisamente, uma assíntota horizontal pela direita. 


Exemplo Considere a função Дх) = Х Z 2 cujo gráfico é mostrado па Fig. 9-5. Então lim f(x)= 1 earetay 


x>+00 
= | é uma assíntota horizontal pela direita. 


Se f(x) se aproxima de um número real fixo c quando x decresce indefinidamente”, escrevemos 


lim f(x) = с 


x 0 


ои seja, o gráfico de ffica cada vez mais próximo da reta horizontal y = c quando x decresce indefinidamente. En- 
tão, areta y = с é chamada de assíntota horizontal pela esquerda. 


Exemplos. Para a função representada graficamente na Fig. 9-5, a reta y = 1 є uma assíntota horizontal pela esquer- 


da e pela direita. Para a função representada na Fig. 9-2, a reta y = 0 (o eixo х) é uma assíntota horizontal tanto pela 
esquerda quanto pela direita. 


Se uma função f cresce indefinidamente quando seu argumento x cresce indefinidamente, escrevemos 
lim f(x) = +00. 


хо + о 


Ехетріоѕ 


lin (2х + 1) = +оо е lim x? = +00 


хэ+о xo 


Se uma função f cresce indefinidamente quando seu argumento x decresce indefinidamente, escrevemos 
lim f(x) = +оо. 
хә- 


Exemplos 


lim x?--o е lim —x = +00 


хэс 2-0 


Se uma função f decresce indefinidamente quando seu argumento x cresce indefinidamente, escrevemos 
lim f(x) = —оо, 


хэ + о 


Exemplos 


lim —2x = —oo e lim (1 х2) = =% 


xo xo 


Se uma função f decresce indefinidamente quando seu argumento x decresce indefinidamente, escrevemos 
lim f(x) = — о. 


x>—00 


Exemplos 


lim2x=-o е lim x? = —co 


x2-o xo 


NES à a 
Dizer que x decresce indefinidamente si 


2 : ignifica que x pode se tomar menor que qualquer número negativo. Naturalmente, nesse caso, o valor absoluto | x | cres- 
ce indefinidamente. 


Єз 
€ 

L 
€ 
€ 
€ 
€ 
e 
E 
( 
t 
C 
e 


E 
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Exemplo Considere a função f tal que fx) = — [x] para todo x. Para cada inteiro n, quando x cresce de n até n+1, mas 
sem incluir o próprio n + 1, o valor de f(x) aumenta de O até 1, excluindo o 1. Portanto, o gráfico consiste de uma se- 
qüéncia de segmentos de retas, como mostrado na Fig. 9-6. Então. lim f(x) é indefinido, uma vez que o valor f(x) não 


xo 


se aproxima de um limite fixo e nem cresce ou decresce indefinidamente. Da mesma forma, lim f(x) é indefinido. 


хэ -%0 


Рід. 9-6 


Determinando Limites no Infinito de Funções Racionais 
x – 5 


2 — 
Uma função racional é uma razão f(x)/g(x) entre polinômios Дх) e g(x). Por exemplo, ое ые е RE 
x x 


são funções racionais. ш 


REGRA GERAL. Para calcular lim fed e lim jf divida o numerador e o denominador pela mais alta 
xo IX) oa g) 


potência de x no denominador e então use o fato de que 
EE. TI. 
lim —=0 e lim == (9.1) 
xe X xa Y 


para qualquer número positivo real re qualquer constante c. 


Exemplo A 
2 5 
—Qx45 mq 
: 2x-+ 5 , pt ) " xt xi 
lim Eq lim 4d E lim =з 
xo х Le x! — Tx + 3) Rite i pot 
x X x 


lim 2 lim 

Í lim > 

ГЕ ИРЕ O 0+0 0 
: "UI (21-040 1 
lim ! — lim ~+ lim 2 T 
xo o xo xo4wX 


=0 


Portanto, y = 0 é uma assíntota horizontal, pela direita, do gráfico dessa função racional. 


Observe que exatamente o mesmo cálculo se aplica quando + ә é substituído por — оо, Assim, y = 0 é também 
uma assíntota horizontal, pela esquerda, do gráfico dessa função. 


REGRA GERAL A. Se f(x) e g(x) são polinômios e o grau de g é maior que o grau de f, entáo lim m -0e 
хә AX, 
im 109 id 
lim > = 0. 
x>- 90) 
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Exemplo B 
1 4 2 
3d 4x42 зз (309 —4х +2) 3-35 
lim CS = lim E ER lim 5 
xm 7X xd ә + xod al 145 
x x 


А 2574 Я 
lim 3— lim + lim 


Ito — xe 


ia 3-040 3 
ЕЕ: 
lim 7+ lim É + 


3 
xo 


хэ+о Y 


Observe que exatamente o mesmo cálculo funciona quando + о é substituído por — oo. 


. Xx) 
REGRA GERAL B. Se ftx) e g(x) são polinômios e o grau de g é o mesmo grau de f, então lim fe) 10) 


——е lim Se 
sto 90%) voo (х) 
são iguais à razão entre os coeficientes dos monômios de maior grau de fe р. 
Exemplo C 
1 1 
uita = (4х5 — 1) 4x -— 
lim == lim ———= lim 
x 9X R7 uuu 1 (3х3 7) Dto 34 


1 
lim 4x?— lim = — lim 42-0 
ta xcu X 


4 
—— — => lim хі = +оо 

a Bo d 340 3 adu 

lim 3+ lim 5 

xc goto Х 


REGRA GERAL C. Se f(x) e g(x) sáo polinómios e o grau de g é menor que o grau de f, então lim Јо = 


— = co. 
xo I(x) 
O resultado é + о quando os coeficientes dos monómios de maior grau de fe g têm o mesmo sinal, e o resultado é — oo 
quando os coeficientes dos monômios de maior grau de feg têm sinais opostos. 
Exemplo D 
7 
| e C A NE. 
“o (a lim = lim = lim 2x-—oo 
e. 2X+7 хэ-%ю хэ-ә 
2 = 
7 
эх? —— 
D Жи Le ia Es lim =+ 
ub re a pne cp 
panas 
х 
7 
а гае. КЕ tim m eua 
i = ecl ыў 
L3 ЖЕРТ, шк base 
2+- 
7 
~3x? —— 
-3x3 -7 = 
(O dim 2 dm —— dim Deco 
x9 2Х+7 mm 24) =o 
х 


REGRA GERAL D. Se f(x) e &(x) são polinômios e o grau de g é menor que o grau de f então lim 


2 
=== +. 
хэ-= AX 
* ү еды; E "S 
N.deT: sso porque todo polinômio pode ser entendido como uma soma de monómios. 
А терта geral para determinar se + co ou — оо vale é complexa. Se a, e b, são os coeficientes dos monômios de maior grau defe g, 
+ Д а, " РЗ . ы 
miteéiguala lim 3 x"-* eo sinal correto é o sinal de a,b, (- nt 


x+— Dk 


respectivamente, então o li- 


sop 
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Problemas Resolvidos 


91 


92 


93 


Calcule os seguintes limites: 
(a) Jim (5x0 — 2012 2x — 14) (b) lim (-2x? + 70x? + 50x + 5) 


хэ+о хэ + о 
(с) lim (7х*— I2x2 + 4—3) (d) lim (7х3 + 10x? + 3x +5) 
x^-0 x-o0 


Se f(x) é um polinômio, 


SW) = ао" + ax! ba SX"? ob ax b ds 


com a, +0, então 


fe 1+ EIL | Goal | A n afa, 
ax" y x EET 


Segue de (9.7) que quando x — + es, f(x)/a, x! fica arbitrariamente próximo de 1. Por essa razão, f(x) deve ser ilimitada da 
mesma forma como a,x”; isto é, 


lim f(x) = lim ах" 


em LL EMEN S 
Aplicando essa regra aos polinómios dados, temos: 


(a) lim 5 = Фо (b) lim (2х2) = -0 


хо +00 хо +оо 
(c) lim 7x*— фо (4) lim 7х? = —oo 


REGRA GERAL P. Se f(x) 2 aj ta, X"+... + a,x + ap então: 


() lim f(x) = +œ eo sinal correto é o sinal dea,. 
+0 


(i) lim f(x) = +œ eo sinal correto € o sinal de a, (- 1). 


x--o 


ES з X+3 
Calcule: (a) lim ——— ; (b) lim Я 
x» 5—1 хэ1- X— 
Quando x tende a І, o denominador x — 1 se aproxima de O, enquanto x + 3 se aproxima de 4. Portanto, n н cres- 
А ES 


ce indefinidamente. 
(a) Quando x tende a 1 pela direita, x— 1 é positivo. Uma vez que x + 3 é positivo quando x está próximo de 1, 


x+3 20x43 
2-0 е lim = +00 
x-1 x214X — 


(b) Quando x se aproxima de 1 pela esquerda, x — 1 é negativo, enquanto x + 3 é positivo. Então, 


EE Qr E 
x-1 


A reta x= 1 é uma assíntota vertical do gráfico da função racional (ver Fig. 9-7). 


fix sex>0 . E 3 ч А + А E 
Dada fx) = i +26 x <q" ede: (a) dim / (х); (b) imf (х); (с) dmn (x); (d) um Co. 
(a) ` lim f(x) = lim 1. +00 
2=0+ x20* 


Logo, a reta x — 0 (o eixo y) é uma assíntota vertical do gráfico de f (Fig. 9-8). 
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y 
x 
Fig. 9-7 xU ther 
(b) lim f(x) = lim (3x + 2) =2 
x20- х-0- 
С E 
(c) lim (х) = lim —=0 
xo x-o 
Logo, a reta y = 0 (o eixo х) é uma assíntota horizontal (pela direita) do gráfico de f. 
(d) lim у(х) = lim (3x + 2) = —oo 
x>-0 2-0 
3?-5 2x—7 5x42 : 5x +2 
9.4 Calcule: (a) lim ————;(b) lim (с) lim ;(d) lim ———————. 
O maie DM rcs ША сист PSA 


(a) Aplique a Regra B da Seção 9.3: 


(b) Aplique a Regra À da Seção 9.3: 


2x-7 
lim =—=0 
soto X — 8 


(c) Реја Regra P, desenvolvida no Problema 9.1, o denominador se comporta como vy x quando x — + co, Mas 
VX =x quando x > 0. Portanto, pela Regra B da Seção 9.3, 


lim ———— ——-- lim 


xe X > ЗХ Ф seto X 


(d) Pela Regra P, desenvolvida no Problema 9.1, o denominador se comporta como 4/X quando x > — oo. Mas, 
NAE quando x « 0. Portanto, pela Regra B da Seção 9.3, 


3x42 "PES d 3 
1 


5x +2 20 3x3 58 
lim ——— ———7 = lim — 


= 245 
xo 4/2 — 3х +1 x9 7X —1 


95 Determine as assíntotas verticais e horizontais do gráfico da função racional 


3x — 5х+2 
faber үү 
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As assíntotas verticais são determinadas pelas raízes do denominador: 


6х2 — 5х+1=0 

8x — 12x ~ 1) = 0 
3х—1=0 ou 2x-1=0 
3x=1 ou 2x=1 

х=} ou х=} 
Como o numerador não é 0 em x= 3 ou x= 4, | Дх) | se aproxima de + co quando x tende a 4 ou 4, seja de um lado ou 
do outro. Portanto, as assíntotas verticais são х= ex= 4. 
As assíntotas horizontais podem ser encontradas pela Regra B da Seção 9.3, 


lim PlDS+2 3 1 
xa. 5x5 — 5х+1 6 2 


Portanto, у= 4 é um assíntota horizontal pela direita. Um procedimento semelhante mostra que : lim f(x) = 4., e assim 


у= 3 é também uma assíntota horizontal pela esquerda. ТТ 
Problemas Complementares 
9.6 Calcule os seguintes limites: 
(a) lim Qx!! — 5х5 + 3х2 +1) (Б) lim (4х7 23x? + 5x? + 1) 
x>+0 +0 
() lim Qx* 12x? +x- 7) (d) lim 2x? – 12x? & x — 7) 
хз-® хэ-® 
() Шш(—х#®+2х'—3х9+х) (f) lim (2х5 + 3x? — 2х5 + x? — 4) 
хэ-® 12-00 
9.7 Calcule os seguintes limites (se existirem): 
; | 7х—2 se x>2 bl Ixl 
lim 1 , = AT. AN 
(a) dim flo 2 im f(9) se fe) u +5 se x<2 © Jim: x m x 
" 1 à .1 1 x-1 2X3 ,. x3 
eom E E 3) [seco vi er ] rer Dl er 
x! — 5x 46 х2 5х +6 1 1 
e) lim ——————— e lim———— — li li 
© бест a pap N RARO T+ 
1 , 1 3x* + x? 3x3 + x? 
m 1 im 5— e lim L——— 
теа um cs 0) m SII m s 
O № Ec4x-$ am 405 O lim 2x 4x-5 i 23 +x- 5 
EC RESET im Ee AAA 
LO gare ЗЕР Ет eo X EA уллу 3x5 d 
q im Al í MEI "am 3x? +2 "EX 
NU im e lim 
ato IX +2 so xi +2 x9 X! —2 00. /x —2 
7x —4 o Tx -4 2 x? 
(m) lim e lim (n lim T um e lim 2. 15 
xoa X S seca /x2 45 x4. 3X? —2 uS. 2 
2x +5 E 2x45 3 4x—3 
(0) lim 1 lim lim 
xo DÊ 4 хоо ух? +4 9 xo 3/2 1 soco +] 
x*-5 х®—9 
lim == i 
тетет. qo mous 
4 5.3 
(im ена 


ro 3-3 
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9.8 


9.9 


9.10 


911 


Encontre quaisquer assíntotas verticais e horizontais dos gráficos das seguintes funções: 


-5 4 
@ fijo e 0) л9- 23 O Io- 
2x—3 3x— 1 x+3 
@ Г) = та (e) += (9 a 
2x +3 7 x+4-2 
(9) Төл ста 6) fo)=/x+1-VX @ E сз 


Assuma que f é uma função definida para todo x. Considere também que, para qualquer número real c, existe ô >0 
tal que 0 < | x | < 5 implica que f(x) > c. O que a seguir corresponde a essa situação? 
(à) limf()- +оо b) limf(9j-c (о) бт (х) = o (d limf(j-0 


хэ to 125 x20 x20 
(a) Assuma que f(x) > 0 para argumentos à direita e próximos de a [isto é, existe algum número positivo ótal que 
a< x< a+ implica em f(x) > 0]. Prove que: 


lim f(x) =L implicacm Lz0 


xoat 


(b) Assuma que f(x) 2 0 para argumentos à direita e próximos de a. Prove que: 


lim f(x) = М implieaem M «x0 


xoat 


(c) Formule e prove resultados análogos aos itens (a) e (b) para lim f(x). 


x-a- 


CG! Determine as assíntotas vertical e horizontal dos gráficos das seguintes funções com a ajuda de uma calcula- 
dora gráfica, e então use métodos analíticos para verificar suas respostas. 


oa О uy decl 


4 +x—l 5— 2x dx 
yx 16 —4 Ax* + 3x3 + 2x2 + 1] 
a o ! ) 


x x +x+1 


emp E теин ТА) 
) Y » ? 


Кз б» бз «яң т 


E 


ma еъ e 


€ 
€ 


Vol 


Capítulo 10 


Continuidade 


10.1 DEFINIÇÃO E PROPRIEDADES 


+ Н . n д. p A * 
Uma função é intuitivamente concebida como sendo contínua quando seu gráfico não tem interrupções ou saltos. 
Isso pode ser tornado preciso da seguinte maneira, 
Definição: Uma função fé dita contínua em a se as três condições abaixo valem: 

(i) lim f(x) existe. 


(ii) f(a) é definida. 
(ш) lim f(x) = f(a). 


xa 
Exemplos 
- 0 sex= : E is 
(a) Seja fix) = " sex 50” A função é descontínua (ou seja, não é contínua) em 0. A condição (i) é satisfeita: 


lim f(x) = 1, A condição (ii) é satisfeita: (0) = 0. No entanto, a condição (iii) falha: 1 O. Existe uma lacu- 


x20 


na no gráfico de f (ver Fig. 10-1) no ponto (0,1). A função é contínua em todo ponto diferente de 0. 


(b) Seja Дх) =x para todo x. Essa função é contínua em todo a, uma vez que lim f(x) = lim x? = a? = f (a) . Ob- 


serve que não existem lacunas ou saltos no gráfico de f (ver Fig. 10-2). 


(c) А função f tal que f(x) = [x] para todo x é descontínua para todo inteiro, pois a condição (i) nào é satisfeita (ver 
Fig. 7-12). As descontinuidades se mostram como saltos no gráfico da função, 


(d) А função ftal que fix) =| x /x para todo x + 0 é descontínua em 0 [ver Fig. 8-1(b)). O lim f(x) não existe e fO) 


x20 


nào é definida. Observe que há um salto no gráfico em x — 0. 


Se uma função f não é contínua em a, então f é dita ter uma descontinuidade removível em a se uma mudança 
apropriada na definição de fem a pode tornar a função resultante contínua em a. 


* N. de T: Na verdade, quando não há interrupções ou saltos em seu domínio. 
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Fig. 10-1 Fig. 10-2 


Exemplos No exemplo (a) acima, a descontinuidade em x = 0 é removível, uma vez que se redefinimos f de modo 
que f(0) = 1, então a função resultante seria contínua em x = 0. As descontinuidades das funções nos exemplos (c) e 
(d) acima não são removíveis. 


Uma descontinuidade de uma função fem a é removível se, e somente se, lim f(x) existe, Nesse caso, o valor 
da função em a pode ser mudado para lim f(x). pa 


xa 


Uma função fé dita contínua em um conjunto A se fé contínua em cada elemento de A. Se fé contínua em ca- 
“da número de seu domínio, então simplesmente dizemos que fé contínua ou que fé uma função contínua. 


Exemplos 
(а) Toda função polinomial é contínua. Isso segue do exemplo (b) da Propriedade V na Seção 8.2. 


(b) Toda a função racional E onde f e g são polinômios, é contínua em todo número real, exceto nas raízes 
х 


reais (se houverem) de g(x). Isso segue da Propriedade VI па Seção 8.2. 


Existem certas propriedades de continuidade que seguem diretamente das propriedades usuais de limites (Se- 
ção 8.2). Assuma fe g contínuas em a, Então, 


(1) 


Q) 


G) 


(4) 


A soma f+ g e a diferença f - g são contínuas em a. 


NOTAÇÃO f+g é uma função, tal que (f + g)(x) = Дх) + g(x) para todo x, ou seja, em ambos os domínios de f c g. Analo- 
gamente, (f — g)(x) = f(x) — g(x) para todo x comum ao domínio de fe de & 


Se c é uma constante, a função сє contínua em a. 


NOTAÇÃO cfé uma função tal que (cho) = c - f(x) para todo x no domínio de $ 
O produto fg é contínuo em a e o quociente f'g é contínuo em a desde que g (a) £ 0. 


NOTAÇÃO fg é uma função tal que (fg)(x) = х): 8(х) para todo x, isto é, em ambos os domínios Gc fe g. Analogamente, 
ЈО) 


(7/9) = РР] para todo x em ambos os domínios tal que g(x) #0. 

(x 
———ÉH——————————— 
VÍ () é contínua em a se fa) > 0. 


Observação: Como fé contínua em a, a restrição de que а) > 0 garante que, para x próximo de a, fo) >0 
e, por esse motivo, v/f (x) é definida. 


10.2 CONTINUIDADE LATERAL 


Uma função fé ditaser contínua pela direita de a se satisfaz as condições (i)-(iii) para continuidade em a, com lim 


ха 


substituído por lim; isto é, (i) lim Sajexiste; (ii) fla) é definida; (iii) lim Дх) = Ќа). Analogamente, fé contínua 


x>a+ xat xad 


pela esquerda de a se satisfaz as condicóes de continuidade em a com lim substituído por lim . Note que fé con- 


xa хэа 


É Ru 


Vi 


Пт 
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tínua em a se, e somente se, é contínua tanto pela direita quanto pela esquerda de a, uma vez que lim f(x) existe 


xoa 


se, e somente se, lim f()e lim f(x) existeme lim f(x) = lim f(x). 


x-at x-a- x-a* 


Exemplos 


i 
(a) A função f(x) = à xem 


lim (x + 1) = 2 = f(1). Por outro lado, f nào é contínua pela esquerda de 1, uma vez que lim f(x) = 


é contínua pela direita de 1 (ver Fig. 10-3). Observe que lim f(x)= 
x sex«i xo1* 


xo1+ x>1- 
lim x = 14 f(1). Conseqüentemente, fnão é contínua em 1, como é evidenciado pelo salto em seu gráfico em 
aee А 

xzl. 


(b) A função do exemplo (c) da Seção 8.3 [ver Fig. 8-1(c)] é contínua pela esquerda, mas não pela direita de 1. 
(c) А função do exemplo (b) da Seção 9-1 [ver Fig. 9-1(b)] é contínua pela direita, mas nào pela esquerda de 1. 
(d) А função do exemplo (b) da Seção 9.2 (ver Fig. 9-3) é contínua pela esquerda, mas não pela direita de 0. 


Fig. 10-3 


10.3 CONTINUIDADE EM UM INTERVALO FECHADO 


Frequentemente queremos restringir nossa atenção a um intervalo fechado [a,b] do domínio de uma função, igno- 
rando o comportamento da função em quaisquer outros pontos nos quais a mesma possa estar definida. 


Definição: Uma função fé contínua em [a, b] se: 
() f é contínua em cada ponto do intervalo aberto (a, b). 


(ii) f é contínua pela direita de a. 
(iii) f é contínua pela esquerda de b. 


Exemplos 

(a) А Fig. 10-44) mostra o gráfico de uma função que é contínua em [a,b]. 

(b) А função Дх) = E se0 <x <1 
` 1 caso contrário 


Note que f não é contínua nos pontos x= 0 e x = 1. Observe também que se redefinimos f de modo que Д1) = 1, 
então a nova função não seria contínua em [0, 1], uma vez que não seria contínua pela esquerda de x — 1. 


é contínua em [0, 1] [veja Fig. 10-4(b)]. 
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INTRODUÇÃO AO CÁLCULO 
(5) 
Problemas Resolvidos 
х2 1 
А a sxf=1,. 
10.1 Determine os pontos em que a função f(x) = 4 x + 1 é contínua. 
-2 sex=-—] 


10.2 


10.3 


10.4 


“Parax*= 1, fé contínua, pois f é o quociente entré duas funções contínuas com denominador não nulo. Além dis- 
so, parax z— 1, 


y EL MED 2. 


donde lim f(x)= lim (x — 1) = —2 = f(— 1). Portanto, f também é contínua em x — 1. 
хэ-1 хэ-1 
Considere а função ftal que f(x) = x - [x] para todo x (ver o gráfico de fna Fig. 9-6). Encontre os pontos em que fé 
descontínua. Nesses pontos determine se fé contínua pela direita ou pela esquerda (ou nenhum dos casos). 
Para cada inteiro n, Қи) 2 n - [n] n -n-0. Paran «x « n+ 1, f(x) 2 x - [x] 2 x - n. Logo, 
lim f(x) = lim (x — п) = 0 = f(n) 


xont хэл 
Portanto, fé contínua pela direita de n. Por outro lado, 


lim f(x) = lim [x -(n 0] 2n—(n— 0) 21 20 — ftn) 


xn. xo. 


de forma que não é contínua pela esquerda de n. Segue que f é descontínua em cada inteiro. Em cada intervalo aberto 
(n, n + 1), f coincide com a função contínua x — n. Por essa razão, não existem outros pontos de descontinuidade além 
dos inteiros. 


Para cada função representada na Fig. 10-5, obtenha os pontos de descontinuidade (se houver). Em cada ponto de 

descontinuidade, determine se a função é contínua pela direita ou pela esquerda (ou nenhum dos casos). 

(a) Мао existem pontos de descontinuidade (não há quebras no gráfico). 

(b) Oo único ponto de descontinuidade. Continuidade pela esquerda vale em 0), uma vez que o valor em 0 é o número 
aproximado pelos valores tomados à esquerda de 0. 

(c) 1 éo único ponto de descontinuidade, Em 1 a função não é contínua nem pela esquerda e nem pela direita, uma vez 
que nem o limite à esquerda ou o limite à direita são iguais a f(1). (De fato, o limite sequer existe.) 

(d) Sem pontos de descontinuidade. 


(e) Ое são pontos de descontinuidade. Continuidade pela esquerda vale em 0, mas nem continuidade pela esquerda 
ou pela direita de 1 valem. 


Defina f tal que f(x) = E -2 ine : : E 2 a 


(а) (0,17; (6) [1,2J,(c) [02]? 


(Ver Fig. 10-6.) fé contínua em: 
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(a) Sim, pois fé contínua pela direita de O e pela esquerda de 1. 
(b) Não, pois f não é contínua pela direita de 1. De fato, 


lim f(x) = lim(2x - 2) =0 #1 = f(1) 


x-1* xoid* 


(c) Não, pois f não é contínua em x = 1, que pertence a (0,2). 
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10.5 Para cada uma das seguintes funções, determine os pontos de descontinuidade (se existirem). Para cada ponto de 
descontinuidade, determine se é removível. 


x! sex>0 xi-1 
= Ро zm 1 
(a) ЈО) ni х0 (b go) хр Plax + 
(a) Não existem pontos de descontinuidade [ver Fig. 10-7(a)]. Em х= 0,f(0) =0е lim f(x) = 0. 


x>0 


(b) А única descontinuidade ocorre em х= 1, uma vez que g(1) não é definida [ver Fig. 10-7(b)]. Essa descontinuidade 
21 (х—1 А ] 
é removível. Como — - ENEE = x + 1, lim g(x) = lim (x + 1) = 2. Assim, se definimos o valor 
х= AS xoi хэ1 


da função em х = 1 como sendo 2, a função estendida é contínua em x=1. 


(b) 


Fig. 10-7 


Problemas Complementares 


10.6 Determine os pontos nos quais cada uma das seguintes funções é contínua. (Desenhe os gráficos das funções.) De- 
termine se as descontinuidades são removíveis. 


А <0 1 >0 
@ ла- 2 © wi, Co ӨЛ 
х?—4 E хей Жы» х+1 sex>2 
@ Јо) = ўх+2 O f= TE (р Л) {х sel<x<2 
0 sex = —2 —4 sex=—2 x—l1 sex<l 


107 Determine os pontos de descontinuidade (se existirem) das funções cujos gráficos são mostrados na Fig. 10-8. 


10.8 Dê exemplos simples de funções tais que: 
(a) fé definida em [-2, 2], contínua em [-1, 1], mas não contínua em [-2, 2]. 
(b) gé definida em [0, 1], contínua no intervalo aberto (0, 1), mas não contínua em [0, 1]. 
(c) Аё contínua em todos os pontos exceto x = 0, onde é contínua pela direita mas não pela esquerda. 


10.9 Para cada descontinuidade das seguintes funções, determine se é uma descontinuidade removível: 
(a) А função f do Problema 7.4 (ver Fig. 7-13). 
(b) A função f do cxemplo (c) na Seção 8.3 (ver Fig. 8-1(c)]. 
(c) А função f do exemplo (a) na Seção 9.1 [ver Fig. 9-1(a)]. 
(d) А função f no exemplo (a) na Seção 9.2 (ver Fig. 9-3). 
(e) Os exemplos nos Problemas 10.3 e 10.4. 
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€ 
€ 
€ 
e 
€ 
€ (b) 
€ 
€ 
€ 
& 
€ 
€ 
e 
€ 
€ 
C (c) (d) 
C Fig. 10-8 
hs 10.10 Seja f definida pela fórmula +3 
e й x!-3x—4. 
€: (a) Obtenha os argumentos x em que f é descontínua. 
O (b) Рага cada número a no qual fé descontínua, determine se lim f(x) existe. Se existe, encontre seu valor. 
C (c) Escreva uma equação para cada assíntota vertical e horizontal do gráfico de f. 

10.11 Seja Дх) =x + (1/x) para x = 0. 

(a) Obtenha os pontos de descontinuidade de f. 

£ (b) Determine todas as assíntotas verticais e horizontais do gráfico de f. 


10.12 Para cada uma das seguintes funções determine se é contínua no intervalo dado: 


sex>0 


1 

(а) Јо) = [х] em El, 2] 6) Л) = {х ет [0, 1] 
O sex=0 

2x se0<x<1 


И ст [0,1] — (d) f como no item (c) em [1, 2] 


© ЈЫ = | 
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=" 4 
10.13 Se a função fx) - 1 x—4 EA é contínua, qual é o valor de c? 
с ѕех= 4 


10.14 Seja b е seja g a função tal que g(x) = sexáb 


sex = Б 


(a) g(b) existe? (b lim g(x) existe? (c) gécontínua em b? 
xb 


10.15 (a) Mostre que fé contínua: 


JEI (5007 
f= x— 6 


b sex =6 


sexz-lex£6 


A 


(b) Para quais valores de k que a seguinte função é contínua? 
/7х + 2— 6x +4 


fo) = x-2 
k sex=2 


sex>-Sex+2 


10.16 Determine os pontos de descontinuidade da seguinte função f: 


fo) 1 sexéracional 
x)- : 
O sexéirracional 


Sugestão: Um número racional é uma fração ordinária p/q, onde p e q são inteiros. Lembre da demonstração de Euclides 
de que 2 não pode ser expressa nessa forma; é um número irracional, assim como Vin, para qualquer inteiro n. Se- 
gue que “л número racional fixo r pode ser aproximado tanto quanto se queira por meio de números irracionais da 


orma r + 4/2/n. Reciprocamente, qualquer número irracional fixo pode ser aproximado tanto quanto se queira por meio 
de números racionais.) » 


10.17 [CG] Use uma calculadora gráfica para encontrar as descontinuidades (se existirem) das seguintes funções: 


2 
o л-р O so S1 o уы-®—1 a» ла 


Ix + 4] sex>2 x—1 


mm 


m 


Capítulo 11. 


O Coeficiente Angular de uma 
.. Reta Tangente 


O coeficiente angular de uma reta tangente a uma curva é familiar no caso de círculos” [ver Fig. 11-1(a)]. Em cada 
ponto P de um círculo existe uma reta . tal que o círculo toca a reta em P e se localiza em um lado da reta (intei- 
ramente em um lado, no caso de um círculo). Para a curva da Fig. 11-1(b), mostrada tracejada, £, é a reta tangen- 
te em P,, £, a reta tangente em P, e £ a reta tangente ет Р». Vamos desenvolver uma definição que corresponde 
а essas idéias intuitivas sobre retas tangentes. 

A Fig. 11-2(a) mostra o gráfico (em curva tracejada) de uma função contínua f. Lembre que o gráfico consiste 
de todos os pontos (x, y) tais que y = (3). Seja P um ponto do gráfico que tem abscissa x. Então, as coordenadas de 
P são (x, f(x). Considere um ponto Q do gráfico que tem abscissa x + д. Q estará próximo de P se, e somente se, h 
estiver próximo de O (pois fé uma função contínua). Como a coordenada x de Qé x+h, a coordenada y de О deve 
ser fix + h). Por definição de coeficiente angular, a reta PQ terá uma inclinação 


fæ th -f 5+0 у) 
eth-x — h 


Observe na Fig. 11-2(b) o que ocorre à reta PQ quando Q se move ao longo do gráfico na direção de P. Algu- 
mas das posições de Q foram designadas por Q,, Q,, O,,.... e as retas correspondentes por M, Al, M,,.... 


1 
Er adi 
ГА 
N / 
NA e 
(a) (b) 


* N. de T.: Neste livro usamos o termo círculo como sinónimo de circunferência. 
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(b) 


Fig. 11-2 


Essas retas estão cada vez mais próximas daquilo que imaginamos como a reta 7 tangente ao gráfico em Р. 
Logo, o coeficiente angular da reta PQ se aproximará do coeficiente angular da reta tangente em P; isto é, 0 coefi-. 
ciente angular da reta tangente em P será dado por 


© +h)— 
рш EtA -SO 
h>0 h 
O que afirmamos sobre retas tangentes nos leva à seguinte definição precisa. 


Definição: Considere uma função fcontínua em x. Por reta tangente ao gráfico de fem Р(х, f(x)) queremos dizer 
a reta que passa por P e tem coeficiente angular 


im Z+M 46) 


h>0 h 


Problemas Resolvidos 


11.1 Considere o gráfico da função f tal que f(x) = ^ (a parábola na Fig. 11-3). Por um ponto P, sobre a parábola, que 
tem abscissa x, faça os cálculos necessários para encontrar 


im ДЕ + ESI 


h>0 h 
Temos: 
f(x th) = (х + В)? = х2 + 2хһ +3? 
Јо) = х2 
fex + h) f(x) = (x? + 2xh + Ю)— x? = 2xh + В? = h(2x + h) 
В-Ы) xn | 
h h 
Portanto, 
E +h- : ч 
ые cades e Doa b cosa ИРС 
h>0 h h>0 h>0 h-0 


е о coeficiente angular da reta tangente em P é 2x. Por exemplo, no ponto (2, 4), x=2, е o coeficiente angular da reta tan- 
gente é2x = 2(2) =4, 


pi pç pç 
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Fig. 11-3 Fig. 11-4 


77312 Considere o gráfico da função f tal que Дх) =x (ver Fig. 11-4). Para um ponto P; sobre o gráfico, que tem coorde- 
nadas (x, д), calcule o valor de 


lim LE + A -fe9 
h>0 
Temos Дх +h) = (+) x 3h e 3a +, e Дх) =). 


ÁLGEBRA Para quaisquer x c y 


(x + B = Ex + il О + h) = (x? + 2xh + Pc + В) 
= (х? + 2x2h + 2х) + (02h + 2xh? + АЗ) 


= х? + eh + 3xh? + h? 
¡€_Oo_ ———— 


Logo, 
f(x + h) = f(x) = K? + 32h + 3xh2 + h?) — x° 
= 3х?й + 3xh* + h? = Щ3х? + 3xh + h?) 
"e. 2 2 
fee ЈО) _ Зх кык JS анат 
е 


h- 
lim LELLO L im Bx? + 3xh 4.19) 
h>0 h h>0 
= 3x? + 3x(0) + 0? = 3x? 
Isso mostra que o coeficiente angular da reta tangente em P é 3x". Por exemplo, o coeficiente angular da reta tangente em 
(2,8) é3i -3Qy = 3(4) = 12. 
11.3 (a) Deduza uma fórmula para o coeficiente angular da reta tangente em qualquer ponto do gráfico da função f tal 
que f(x) = 1/x (a hipérbole na Fig. 11-5). 
(b) Encontre a equação reduzida da reta tangente ao gráfico de fno ponto (2, 3). 


1 1 
(а) IE e des 
оса о) LAA x-x-ho h 


x+h ox  (c+hx (x + hx C (x4 hx 
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ÁLGEBRA Paria dao с MC 


Logo, 


fe-b-fe) — h igit h 197 1 
h (хх (х h (х 
е 
lim 1 
im 209/0) р Lilo ho 
he h no (x+hx lim (x + h)x 
h>0 
1 ME EE 
70 mx 
h>0 h>0 


Portanto, o coeficiente angular da reta tangente em (x, 1/x) @— 1/4, 


(b) Do item (a), o coeficiente angular da reta em (2, 4) é 
Logo, a equação reduzida da reta tangente (ет a forma 
1 
EZRA +b 
Сото £ passa por (2, 3), a substituição de x por 2 e y por 3 resulta 
1 
== i Q)-b ou 
Logo, a equação de L é 
1 
y=- 1* +1 
1L4 (a) Encontre uma fórmula para o coeficiente angular da reta tangente em qualquer ponto do gráfico da função f 
tal que f(x) = 3 — 6x +4, 


(b) Encontre a equação reduzida da reta tangente no ponto (0, 4) do gráfico. 
(c) Desenhe o gráfico de fe mostre a reta tangente em (0, 4). 


Carituto 11 * O COEFICIENTE ANGULAR DE UMA RETA TANGENTE 97 


11.5 А reta normal a uma curva em um ponto P é definida como 


(a) Calcule f(x + А) substituindo todas as ocorrências de x na fórmula de Дх) por x +h: 


+) = 3x + В? — 6x h) +4 
= 308 + 2xh + h?) — 6x — 6h + 4 
= 3х2 + бхћ + 3h? — 6x 6h +4 
f(x) = 3x? — 6х +4 
fo + A ЈО) = (3x? + 6х + 3%? — 6x — 6h + 4) — (3х2 — 6x + 4) 
= 3х® + 6xh + 3h? — 6x — 6h + 4 — 3х2 6x —4 
= 6xh + 3h? — 6h = бх + 3h — 6) 


йы әйе. дь 2 E ы al 


lim ELA ÃO qm (6: 4340) 


h>0 


=6x+0-6=6x—6 


h>0 


Portanto, o coeficiente angular da reta tangente em (x, Jo) é 6x — 6. 


(b) Do item (a), o coeficiente angular da reta tan, 
duzida tem a forma y =— 6x + b. Uma vez q 
-- 6x44. Я 


gente em (0, 4) €6x-6=6(0)-6=0-6=-6. Logo, a equação re- 


(c) Queremos o gráfico de y = 3º — 6x+4, Complete o quadrado: 


redondo me Doses 


O gráfico (ver Fig. 11-6) é obtido movendo o gráfico de y = 3x uma unidade para a direita [obtendo o gráfico de 
y =3(x- 17] e então levantando esse gráfico uma unidade para cima. 


y 


1 
Y 
\ 


Fig. 11-6 


a reta que passa por P e é perpendicular à reta tangen- 
ábola у= x^ no ponto ( 


gente tem coeficiente angular 2(4) = 1. Portanto, pelo Teorema 4.2, o coeficiente 
е à equação reduzida da reta normal terá a forma у=-х+%. Qu 


te em P. Obtenha a equação reduzida da reta normal à par 


Pelo Problema 1 1.1, a reta tan 
angular da reta normal é —1, 


х=}, y = x! = ($)? = 1, donde 


14 
2» 4) 


ando 


Bp 
li 
l 
өрүс 
(SH 
+ 
> 
е 
= 
> 
[] 
Alw 


Portanto, a equação é 


ue a reta passa por (0, 4), o intercepto y b é 4, Portanto, a equação é......... 
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Problemas Complementares 


11.6 


11.7 


11.8 


11.9 
11.10 


пп 


11.12 


11.13 


Para cada função f e argumento x = a abaixo, (i) obtenha uma fórmula para o coeficiente angular da reta tangente 
em um ponto arbitrário P(x, f(x)) do gráfico de f; (ii) encontre a equação reduzida da reta tangente correspondente 
ao argumento dado a; (111) desenhe o gráfico de fe mostre a reta tangente obtida em (ii). 


(a) д = 22 ami (b) f)e gi +1; а=2 


© Јо) = х2 2х; а=1 (0 Го) = +з; а= 


Encontre o(s) ponto(s) do gráfico de у — x^ no qual a reta tangente é paralela à reta у = бх — 1. (Sugestão: Use o Teo- 
rema 4.].] 


Determine o(s) ponto(s) sobre o gráfico de y = x^ no(s) qual(is) a reta tangente é perpendicular à reta 3x + 9у = 4. 
[Sugestão: Use o Teorema 4.2.] 


Encontre a equação reduzida da reta normal ao gráfico de y = x” no ponto em que х= +. 
Em que ponto(s) que a reta normal à curva y = x — 3x + 5 no ponto (3,5) intersecta a curva? 


Em qualquer ponto (x, y) da reta que tem a equação reduzida y = mx + b, mostre que a reta tangente à mesma é ela 
própria. 


Encontre o(s) ponto(s) do gráfico de y =x no(s) qual(is) a reta tangente é uma reta que passa pelo ponto (2, –12). 
[Sugestáo: Obtenha uma equação da reta tangente em qualquer ponto (xX, x) e determine o(s) valor(es) de x, para 
o(s) qual(is) a reta contém o ponto (2, -12).] 


Determine a equação reduzida da reta tangente ao gráfico de y = x no ponto (4, 2). [Sugestão: Ver a ÁLGEBRA no 
Problema 10.15.) 


€ 
€ 
© 
c 


€ 


| A Derivada 


А expressão para o coeficiente angular da reta tangente 
h- 
im LX HM —/% 
h>0 h 
determina um número que depende de x. Portanto, a expressão define uma função, chamada de derivada de f. 
Definição: А derivada f’ de fé a função definida pela fórmula 
h- 
fim JE + Ю®—/% 


h>0 h 


NOTAÇÃO Existem outras notações tradicionalmente usadas para a derivada: 


dy 
D. f(x e + 
SO = 
А Ё E dy a E : 
Quando uma variável y representa f(x), a derivada é denotada por y D,y ou PES Usaremos a notação que for mais conveniente ou ha- 
x 


bitual em um cada caso. 


———————————MM————————————— 


A derivada é tão importante em todas as áreas da matemática pura e aplicada que devemos dedicar um grande 
esforço para encontrar fórmulas para as derivadas de vários tipos de funções. Se o limite na definição acima existe, 
a função f é dita diferenciável em x, e o processo do cálculo de f’ é chamado de derivação de f. 


Exemplos 
(a) Seja Дх) = 3x + 5 para todo x. Então, 
| f(x + В) = 3(х + В) + 5 = 3x 3h +5 
Д(х + h) — f(x) = (3x + 3h + 5) — (3x + 5) = 3x + 3h + 5 — 3x — 5 = 3h 
еъ Јо) зһ. 


Г ge 
Logo, , 
fio) = lim LADA 9323 
h-0 h 


h>0 
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ou, em outra notação D, (3x + 5) = 3. Nesse caso, a derivada é independente de x. 


(b) Vamos generalizar para o caso da função f(x) = Ax + B, onde A e B são constantes. Então, 


SH MSG) [А+ 0) + BI (Ax + В) Ax+Ah+B-AX-B 4h 


h } à » 
Assim, 
Pa AA 
h>0 h h>0 


Portanto, provamos o: 
Teorema 12.1: D(Ax+B)=A 
Fazendo A = 0 no Teorema 12.1, obtemos: 
Corolário 12.2: D(B)= 1; isto é, a derivada de uma função constante é 0. 
Fazendo А = 1 e B=0 no Teorema 12.1, obtemos: 
Corolário 12.3: D (x) - 1 
Pelos cálculos nos Problemas 11.1, 11.2 e 11.3(a), temos: 


Teorema 12.4: () Dx?) = 2х 
Gi) D(x?) = 3x? 


M H 1 
(iii) 20 DU 


Precisaremos saber como derivar funções que são definidas a partir de operações aritméticas sobre funções 


mais simples. Para esse propósito, várias regras de derivação serão provadas. 
REGRA 1. () DASO) + 9(х)) = Р, f(x) + Р, а(х) 
A derivada de uma soma é a soma das derivadas. 
@) DAFO) — (х)) = р, — р, (x) 
A derivada de uma diferença é a diferença das derivadas. 
Para as provas de (i) e (ii), ver Problema 12.1(a). 


Exemplos 
(а) DOS + x?) = Dx) + Dx?) = 3x? + 2x 


(b) {г - 3) = р) ›(2)- 2x — (- i =2x+ z 


REGRA 2. (i) Die» f(x) = c: D. f(x) 
onde c é uma constante. 


Para uma demonstração, ver Problema 12. 1(b). 
Exemplos 
(a) Dx?) e 7: DG?) = 7: 2x = 14x 
(b D(1233) = 12 р(х?) = 12(3х2) = 36? 


4 1 1 1 4 
e »(- Jj- lia :) nom 26 E -(- 3) E 


(d) Dix + 5х? + 2x + 4) = D, (3x) + D (5x?) + D,(2x) + DA) 
-3- Dj) + 5- Do?) +2: DG) -0 
= 3(3х2) + 5Qx) + 20) = 9x? + 10x + 2 


A 


Ea 


AA E mm 


C 

e 
€ 
e 
€ 
e 
e 
€ 
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REGRA3. (Derivada do produto) DLL) * 09) = f(x) Р, а(х) + g(x) - D. f(x) 
Para uma prova, ver Problema 13.1. 


Exemplos 
(a) Dx - Dx X) 


ÁLGEBRA ub е Ea 
и 
——_ —___ —_ —_—_——— _ aO 
= х? D) x: D?) [pela regra do produto] 


= x1) + xx?) = x? + 3х3 = 4x3 
() Dix) = рх - x) 
= х*. Р(х) + x Dix) [pela regra do produto] 


= x*(1) + x(4x?) [pelo exemplo (a)] 
-x*-4dx*-sy* 


(О рдо x -x-2)- 09 x) D x22 (3 x4 2): DG? + x) 
= (x? + x)0x — 1) + (à —x -20x + 1) 
O leitor pode ter observado um padrão nas derivadas das potências de x: 
Ру) =1=1:х0 Dax?) = 2x Dx) = 3x? Dx") = 4x? Dj) = 5x* 
Esse padráo de fato vale para todas as poténcias de x. 
REGRA4. р(х) = пт"! 
onde n é qualquer inteiro positivo. 
Para uma demonstração, ver Problema 12.2. 
Exemplos 
(а) Dx?) = 9x8 
(b) D,(5x!*) = 5- D (x1!) = (11х19) = 55х19 
Usando as regras 1, 2 e 4, temos um método fácil para derivar qualquer função polinomial. 
Exemplo . 


1 
Dl; x? 42 2x — 2) = mE 2 = Dx?) + D,(2x) — (3) [pela Regra 1] 


3 

257 Dx?) - 4: DG?) +2: Dx) — 0 [pela Regra 2 e Corolário 2.2] 
3 

а (3х2) - 4* (2x) - 2- (1) [pela Regra 4] 

- ? x!'—8x 42 


Mais concisamente, temos: 


REGRA 5. Paraderivar um polinómio, troque cada termo não constante a, 


A^ рог ka”! e elimine o termo cons- 
tante (se existir). 


Exemplos 
(а) D4&5 ~ 2x4 + 332 + 5x + Т) = 40x* — &O + 6x +5 


4 
(b) Dl e fa 32 ete a) mt sin Bo 
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Problemas Resolvidos 


12.1 Prove: (a) Regra 1 (i, 11); (b) Regra 2. Assuma que D f(x) e D,g(x) são definidas. 
im [/@ + h) + gx + №] — ESG) + (Л 


(а) DA) + 96) =1 


m h 
= im UE AO ui + — qa] 
h=0 
E EE +070) ge + e 
h>0 h h 
ee tim CADA) | jm 00 (o Seção 82, Propriedade V] 
h=0 h h-0 h 
=D, f(x) + Dex) 
O рде) = tim CL ESO _ ү а/е + - fe) 
[2r] h hoo h 
=c" lim Teto ro [pela Seção 8.2, Propriedade 111] 
h+0 
=c: D f(x) 


122 ProveaRegra 4; D (^) = n"; рага qualquer inteiro positivo n. 
Já sabemos que a Regra 4 vale quando n = 1, 
рх) = рх) = 1=1-х0 


(Lembre que x° = 1.) Podemos provar a regra por indução matemática. Isso significa mostrar que se a regra vale para 
qualquer inteiro positivo particular k, então a regra também deve valer para o próximo inteiro k + 1. Como sabemos que 
a regra vale para n = 1, então deve valer para todos os inteiros positivos. 

Assuma, então, que р) = оќ". Temos 


D,(** ? = D. x) [uma vez que x**! = x" e xi = xt x] 
= хк. Dx) + x + D) [pela regra do produto] 
= te 14 xk!) [pela hipótese de que D,(x*) = kx*-!] 
=x + xt [já que x ext! = x! x! = 58] 


=(1 + kč = (k + Det 071 
€ a demonstração por indução, está completa. 
12.3 Calcule a derivada do polinômio 52? — 124° + 4x7 - 3x? +x-2. 
Pela Regra 5, 
D.(5x? — 12x8 + 4x5 — 3x? + x — 2) = 45x8 — 72x5 + 20x* — 6x + 1 


124 Encontre as equacóes reduzidas das retas tangentes aos gráficos das seguintes funções nos pontos dados: 


(à) f()=3—5+1,emx=2 (b) f(x)=x”—12x*+2x,emx=1 
(a) Para f(x) = 3x? — 5x + 1, Regra 5 nos dá f(x) = 6x — 5. Então, 


f262-5212-5-7 
e ЈО) =3(2) — 50) + 1 =3(4)—10+1=12—9=3 


Portanto, o coeficiente angular da reta tangente ao gráfico em (2, f2)) = (2, 3) € f'(2) = 7, e temos como equacáo 
ponto-angular da reta tangente y — 3 =7(x - 2), da qual 


y—-3=7x— 14 
у=17х—11 
(b) Paraf(x) = x" — 12x* + 2x, Regra 5 resulta em f'(x) = 7x9 — 48х + 2. Mas 


HD=0" -1205 4200 =1-12+2= -9 
е SU) = 7()5 — 481? +2 =7 — 48 +2 = —39 


ft m m mm 


€ 

e 
6 
€ 
ty 
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Portanto, o coeficiente angular da reta tangente em x= 1 é — 39, e uma equação ponto-angular da reta tangente é y — 


(— 9) =— 39(x - 1), donde 


+9 = —39x + 39 
у = —39x + 30 


12.5 Em qual(is) ponto(s) do gráfico de y = ^ + 4x — 3 que a reta tangente ao gráfico também passa pelo ponto (0,1)? 


O coeficiente angular da reta tangente em um ponto (x, yj) = (xy, х) + 4x, — 3) do gráfico é o valor da derivada dy/dx 


em х= ху. Pela Regra 5, 


d d 
LEE easim 2 = 5х0 +4 


X х=хо 


——M ÀM M —— — 
NOTAÇÃO O valor de uma função g em um argumento x = b é algumas vezes denotado por g(x)|, . Por exemplo, д. з= (3? =9 
A AN E PE a A pç ОА ы Аа ылды 


A reta 7” tangente ao gráfico em (xy Jo) passa por (0, 1) se, e somente se, 7 é a reta Ẹ que conecta (x, Yo) e (0, 
1). Mas isso é verdade se, e somente se, o coeficiente angular mg de 7 é o mesmo coeficiente angular m q de L. 


- Coto -3)-1 x9+4x 4 


Mas mg 7535 44e Me = MM — 29 00. Portanto, devemos resolver 

x-0 Xo 

xo + 4x —4 

5х + 4= 2 

Xo 

5x$ + 4ху= xå + 4х0 —4 
4х = —4 
x=-1 
x=-1 


Logo, o ponto pedido do gráfico é 


(7-1 (-1P + 4—1) - 3 = (-1, -1-4—3)- (-1, —8. 


Problemas Complementares 


12.6 Use a definição básica de f(x) como um limite para calcular as derivadas das seguintes funções: 


(à) fo)=2x—-5 (5 У) = i Ted (Q ЈО) = 280 43x —1 
1 
@ f9-X Өө foe 00-75 00-25 


12.7 Use a Regra 5 para calcular as derivadas dos seguintes polinômios: 
(a) 3х%У—4х?+5х—-2 (b) 8x5 + ./3x + 2nx? — 12 
() 313 — 510 410 — (d 2x55 + 33 14 + Tx 5 


d(3x? — 5x + 1) 


1 
12.8 (4) Determine p(s ыт 2! (b) Encontre T 


(4) Calcule 


317 — 124? 
SD (e) Seu = /2x5 — x^, obtenha һи. 


12.9 Encontre as equações reduzidas das retas tangentes aos gráficos das seguintes funções f nos pontos especificados: 


() fé9)ex'-5x«2emx- —1 b) (х) = 4x? Tx, em x=3 
O ЈО) = —x* + 2x! + 3, em x «0 


12.10: Especifique todas as retas que satisfazem as seguintes condições: 
(a) Passa pelo ponto (0, 2) e é tangente à curva y = x - 120+ 50. 
(b) Passa pelo ponto (1, 5) e é tangente à curva y= 33^ x +4. 


1 d 
() Sey= 5% + 5х, obtenha Lo 
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12.11 
12.12 


12.13 


12.14 


12.15 


12.16 
1247 
12.18 


12.19 


12.20 


12.21 


Determine a equação reduzida da reta normal ao gráfico у =x* -x no ponto onde х= 1. 
Obtenha o(s) ponto(s) do gráfico de y = 3 x no(s) qual(is) a reta normal passa pelo ponto (4, 1). 


Lembrando a definição de derivada, calcule 


(i. dis G+h-3 () lim 5% + ht — 564 


h>0 h h>0 h 


Uma função f, definida para todos os números reais, é tal que: (1) f(1) = 2; (ii) Д2) =8, (iii) fu + v) - Ди) =kuv 2v? 
para todo и e v, onde k é alguma constante. Determine f'(x) para x arbitrário. 
Seja Дх) = 2º + з x para todo x. 


(a) Calcule os valores não negativos de x para os quais a reta tangente ao gráfico de fem (x, Дх) é perpendicular à reta 
tangente ao gráfico em (– x, f(- x)). 
(b) Determine o ponto de interseção de cada par de retas perpendiculares encontradas no item (a). 


Se a reta 4x - 9y = 0 é tangente no primeiro quadrante ao gráfico de у= 1 х? + c, qual é o valor de с? 
Para qual valor não negativo de b que a reta y=- 4 x + bé normal ао gráfico de ys "+ 4 ? 
Seja f diferenciável (isto é, f" existe). Defina uma função f * pela equação 


1%) = tim fa + 76 =h) 
h>0 
(a) Calewef'(x)sef(z) -x^-x. (Б) Encontre a relação entref* ea derivada f". 


ење) foto fob fo) 
h m h k 


иеа onde k = — a] 
Seja Дх) = +2- 9x 9, 
(a) Determine os zeros de f. 


ÁLGEBRA Sef) =a" + а. + aX + ay, onde os а são inteiros, então qualquer raiz inteira k de f(x) deve ser um 
divisor do termo constante Фе 


———M—À—M MMM——— M radio O ([ 
(b) Encontre a equação reduzida da reta tangente ao gráfico de fno ponto onde x = 1. 


(c) Determine um ponto (Xo Yo) do gráfico de f tal que a reta tangente ao gráfico em (хо Yo) passa pelo ponto (4, —1). 


Seja fo) = 33 — 1013 - 15x + 63. 

(a) Determine os zeros de f. 

(b) Escreva uma equacáo da reta normal ao gráfico de fem x = 0. 

(c) Obtenha todos os pontos do gráfico de f onde a reta tangente ao gráfico é horizontal. 


Defina f'(x), a derivada pela direita de f cm x, como sendo lim 


+ ef (0), a derivada pela esquerda de 
DE 
ftx +h fe) 

h 


fe + Юю) —/[(х) 
h 


fem x, como sendo lim 


- Mostre que a derivada f'(x) existe se, c somente se, f ^ (X) ef (x) existem e 
в-0- 


são iguais. 


a чы 
Se 0 = 50) = а, а, 71. -+ + ak + ag, então 


49 = a + apak? bad) = Makita, Impe а). 
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12.22 Determine se as seguintes funções são diferenciáveis no argumento dado. [Sugestáo: Use o Problema 12.21.] 
(a) А função f do Problema 10.5(a) em x = 0. 


р т m m 


б ® eL МӨГЕ. 

due > 
СЕЕ 
€ x? sex>3 


12.23 РИ ех ЄЗ 


(a) Encontre o valor de А para o qual fé contínua em x= 3. 
(b) Рага o valor de A obtido no item (a), f é diferenciável em x = 3? 


1 


12.24 Use a definição original para calcular a derivada da função f tal que f(x) = J-i , 


Mais Sobre a Derivada 


13.1 DIFERENCIABILIDADE E CONTINUIDADE 
Na fórmula lim Ha +h) —/@ +h) iu) 
h>0 h 


tim 10979 


x» X—8 


para a derivada f'(a), podemos fazer x = a + h e reescrever f'(a) como 


. Se fé diferenciável em a, então 


lim f(x) = lim [f() — f(a) + f(a)] 


xoa 


= lim [f(x) — f(a)] + lim f(a) 


xdi IO e a p 
xa X—4 

= lim d ai 
xa х-а xa 


=f (a): 0 +f(a) = f(a) 
Portanto, fé contínua em a. Isso prova que: 
Teorema 13-1: Se fé diferenciável em a, então fé contínua em a. 
Exemplo. Diferenciabilidade é uma condição mais forte que continuidade. Em outras palavras, a recíproca do 


Teorema 13.1 não é verdadeira. Para perceber isso, considere a função valor-absoluto Јо) = b] (ver Fig. 13-1). fé ob- 
viamente contínua em x = 0; mas não é diferenciável em x = 0. Isso porque 


tim, SORO ы O 


lim 1 = 
һ-о+ һ һ-0+ һ+0+ 
O+ 50 Epis 
lim OBAO jim E 
h0- h h-0- h0- 


е, portanto, o limite necessário para definir f"(0) não existe. (A ponta que ocorre no gráfico é um sinal. Onde nào 
existir uma única reta tangente, não pode haver derivada.) 


a e £e 
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Fig. 13-1 


13.2 OUTRAS REGRAS PARA DERIVADAS 


O Teorema 13.1 nos permitirá justificar a Regra 3, a derivada do produto, do Capítulo 12 e ainda estabelecer duas 


regras a mais, 
REGRA 6.” (Regrá do Quociente) Sefe g são diferenciáveis em хе se g(x) + 0, então 


D ( E) 900: D. fe) Ло) - Dax) 
Malo) [gta]? 


Para uma demonstração, ver Problema 13.2. 


Exemplos 
pí(X51)., € -2: bx e 1) - + 0: D? —2) 
(a) Dj 2222) (х2 — 2) 
(2 — 21) – (х + 103) 0022—22 - 2x 
ã (2 — 2) (Ep 
» =X -2x—2 X+2x+2 
-J (2-2) 
1ү x-D(0-1:D4x0) х0) 100) 2x 2 


А regra do quociente nos permite estender a Regra 4 do Capítulo 12: 
КЕСВА 7. D,(x*) = kxt”! para qualquer inteiro k (positivo, zero ou negativo). 


Para uma demonstração, ver Problema 13.3. 


Exemplos 


ЕЕ 
Ы 


MA) 


1 Б Э 2 
(b) 2/5) = рх) = 2x3 = -3 


Problemas Resolvidos 


13.1 Prove a Regra 3, a derivada do produto: Se f e g são diferenciáveis em x, então 


DAS CO) * дб) = /(х)+ D, дб) + 9б) * De f(x) 


Por simples algebrismo, 
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S + Mate + № — fegato) = ftx + УГ + В) — 901 + aL AG: + 5) — f 09] 


Logo, 


DAL) g) = lim Lx + Hals + h) — 00б) 


h 
M (x + Box + h) — an + ОШ + A -S 


m 

— lim f(x + hig + h) — юй, m SOL (к + alho fe] 
h>0 h ош 

= lim f(x + h) - lim LADA | i i) im ED) FOE MM 
h>0 h>0 h h>0 i 


—/69* Р, бх) + дб) + D, f(x) 


No último passo, lim f(x + h) = f(x) segue do fato de que fé contínua em x, de acordo com o Teorema 13.1. 
h=0 а 


13.2 Prove а Regra 6, a derivada do quociente: Se fe g são diferenciáveis em x e se g(x) + 0, então 


s (£e) 90) D, о) — f) Do) 
AV) [9С]? 


Se g(x) £ 0, então 1/g(x) é definida. Além disso, como g é contínua em x (pelo Teorema 13.1), g(x + А) # 0 pa- 
ra todos os valores suficientemente pequenos de h. Logo 1/g(x + h) é definida para os mesmos valores de h. Podemos en- 


tão calcular 
1 1 
um in 09 = im peni [algebrismo: multiplique numerador e denominador por g(x)g(x + h)] 
= h- 
- im ve [eene] [algebrismo] 
— Моб) glx + h) — дб) р o" 
= lim ———— + lim m + 9 - 96) ela Propriedade IV de limites] 
yaa pe a Eae 
in L- 1/909] 
= A Re » iabili 
RC +» D.g(x) Греја Propriedade VI de limites e pela diferenciabilidade de д] 
h0 
=1, 
= с * D,g(x) [pela Propriedade II de limites e pela continuidade de g] 
= 5 Dota) | 
[qp ^? 
Provamos, portanto, que 
D, ( ) = Dua) (1) 
р х) 
oco)” [oy ^ 


о que podemos substituir na regra da derivada do produto (demonstrada no Problema 13.1 ) para obter 


PASS) 
E (8) oe: 99) "fe тур ar Pest) + " Da ft) 
— 2Ѓ09р, e) P GOD, f(x) 
[9092 Le) 
__ 9090, 70) — Ло), gt) 
[909]? 


а qual corresponde à regra do quociente, conforme pedido. 


© 
€ 
é 
© 
é 
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133 Prove a Regra 7: D,(x*) = kx*^! para qualquer inteiro k. 
Quando К é positivo, essa é simplesmente a Regra 4 (Capítulo 12). Quando k = 0, 
D,6*) = Dix) = р) = 0 = 0: x7! = к! 


Agora considere k negativo; k = -n, onde n é positivo. 
———————————————————————— 
ÁLGEBRA Por definição, 


De acordo com (1) do Problema 13.2 


Mas (x"? = x^" e, pela Regra 4, D(x") = nx"^!. Portanto, 


-1 
Dot) = Z nxt пт 02" ы ngi = kxk! 
x É É 


ÁLGEBRA Usamos aqui a lei dos expoentes, 


2 
-2 
13.4 Calcule a derivada da função f tal que f(x) = MC tmm - 


Use a regra do quociente e, em seguida, a Regra 5 (Capítulo 12), 


x +x-2 E + 4р 4x —2) (x? x DDA? +4 
( x +4 )- (x? + 4)? 

" (х3 + 4Qx + 1) — (x? + х — 2x?) 

E (х? + 4 

(2х* + x? + 8x + 4) — (3x4 + 3x? — 6x?) 
(х? +4)? 
_—х%—2х% 66x +8х+4 
ш (б? + 4)? 


13.5 Determine a equação reduzida da reta tangente ao gráfico de у = 1/x? quando x = 1. 
y q 2 


O coeficiente angular da reta tangente é a derivada 


dy _ 1 ms 7 3 
2 »(4) E cL 
Quando x = 4, 

dy 3 3 

Z| = -D=-D=-319=-48 

dx [x= 1/2 (БИ тв d 


Logo, a reta tangente tem equação reduzida y = — 48x + b. Quando x = 3, a coordenada y do ponto sobre o gráfico é 
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Substituindo y por 8 e x por 4 em y = – 48x + b, temos 


8=-48)+b ou 8=-24+b оп b=32 


Portanto, a equação é y = — 48x + 32, 


Problemas Complementares 


13.6 


137 


13.8 


13.9 


13.10 


13.11 


13.12 


Calcule as derivadas das fungóes definidas pelas seguintes fórmulas: 


x —3 x -x+2 
100 50 _ 8 
() (0 +28 3m +2005) (у —— © —— 
3 2 4 3x7 + x? – 2х х 3 
@ = (9 0 05-25 0» x 


Determine a equação reduzida da reta tangente ao gráfico da função no ponto indicado: 


1 х+2 
(а) ЈО) == етх=2 (b) Де) = ap етл =-1 
Seja fo) = E para todo x #2. Calcule f/(- 2) 


Determine os pontos nos quais a função f(x) = |х — 3| é diferenciável. 


A parábola na Fig. 13-2 é o gráfico da função f(x) = x? — 4x, 
(a) Faça o gráfico de y = |б). (b) Em qual(is) ponto(s) que a derivada де |f()| não existe? 


Fig. 13-2 


CG] Use uma calculadora gráfica para determinar as descontinuidades das derivadas das seguintes funções: 


(а) у(х) = х? (0) fü)s4hk-2]43 (с) fo)=2/x—1 


1 1 
Calcule lim i [гу - 1) 


Capítulo 14 


| Problemas de 
| | Máximos e Mínimos 


14.1 EXTREMOS RELATIVOS 


Uma função é dita ter um máximo relativo em x = c se 
Јо) x fio 


para todo x próximo de c. Mais precisamente, fatinge um máximo relativo em c se existe 6 > 0 tal que |x - c| < 6 
implica em f(x) x f(c). 


Exemplo Para a função f cujo gráfico é mostrado na Fig. 14-1, máximos relativos ocorrem em x = c, e x = сз. 
Isso é óbvio, uma vez que ó ponto A é mais alto que outros pontos em sua vizinhanca no gráfico, e o ponto B é mais 
alto que outros pontos próximos no gráfico. 

O termo “relativo” é usado para qualificar “máximo” uma vez que o valor de uma função em um máximo relati- 
vo não é necessariamente o maior valor da função. Desse modo, na Fig. 14-1, o valor :f(c,) em c, é menor que 


muitos outros valores de f(x); em particular, f(c,) < f(c;). Nesse exemplo o valor f(c;) é o maior da função. 


Є Uma função fé dita ter um mínimo relativo em х = c se 
Јо) >70 


рага x próximo а c. Na Fig. 14-1, fatinge um mínimo relativo em x = d, já que o ponto D é o mais baixo entre pon- 
tos que estão próximos no gráfico. O valor em um mínimo relativo não precisa ser o menor valor da função; por 
( exemplo, na Fig. 14-1, o valor е) é menor que Да). 


Por extremo relativo entende-se um máximo relativo ou um mínimo relativo. Pontos nos quais existe um extre- 
mo relativo possuem a seguinte propriedade especial. 
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14.2 


Fig. 14-1 


Teorema 14-1: Sef tem um extremo relativo em x = c e se f" (c) existe, então f'(c) = 0. 


O teorema é intuitivamente óbvio. Se f'(c) existe, então há uma reta tangente bem definida no ponto do gráfi- 
co de fonde x = c. Mas em um máximo relativo ou mínimo relativo, a reta tangente é horizontal (ver Fig. 14-2) e, 
portanto, seu coeficiente angular f (c) é zero. Para uma demonstração rigorosa, ver Problema 14.28. 

A recíproca do Teorema 14.1 não é válida. Se f'(c) = 0, então f não tem necessariamente um extremo relativo 
emx=c. ў 


Fig. 14-2 Fig. 14-3 


Exemplo Considere a função f'(x) = x”. Como, Г) = 3x, f(x) = 0 se, e somente se, x = 0. Mas, de acordo com 
о gráfico de f na Fig. 14-3, está claro que f não tem máximo e nem mínimo relativo em x = 0. 


No Capítulo 23 será dado um método que freqüentemente nos permitirá determinar se um extremo relativo 
realmente existe quando f“(c) = 0. 


EXTREMOS ABSOLUTOS 


Aplicacóes práticas geralmente exigem que se encontre o máximo absoluto ou o mínimo absoluto de uma fun- 
ção em um dado conjunto. Seja f uma função definida em um conjunto & (e possivelmente em outros pontos 
também) e considere que с é elemento de & Então f é dita atingir um máximo absoluto em & no ponto c se 
f(x) < (орага todo x em &. Analogamente, f é dita atingir um mínimo absoluto em & no ponto d se f(x) > f(d) 
para todo x em & 


S, Ш Б А Б О А Б :—— io 


e rm 


o 


see 


О 
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Se o conjunto & é um intervalo fechado [a,b] e se a função fé contínua sobre [a,b] (ver Seção 10.3), então te- 
mos um teorema de existência muito importante (que não pode ser demonstrado de maneira elementar). 


Teorema 14.2 (Teorema do Valor Extremo): Qualquer função contínua f sobre um intervalo fechado [a,b] 
admite um máximo absoluto e um mínimo absoluto em [a,b]. 
Exemplos 


(а) Seja Ax) = x + 1 para todo x no intervalo fechado [0,2]. O gráfico de fé mostrado na Fig. 14-4(a). Logo, f atin- 
ge um máximo absoluto em [0,2] no ponto x = 2; esse valor de máximo absoluto é 3. Além disso, f atinge um 
mínimo absoluto em x = 0; esse mínimo absoluto é 1. 


(b) Seja f(x) = Vix para todo x no intervalo aberto (0,1). O gráfico de fé exibido na Fig. 14-4(b). пао tem máximo 
absoluto e nem mínimo absoluto em (0,1). Se estendermos f para o intervalo semi-aberto (0,1], entáo há um mí- 
nimo absoluto em x — 1, mas ainda assim nenhum máximo absoluto. 


x+1 se-1<x<0 
(c) Seja f(x) = 40 sex=0 
х-1 se0<x<l 


Ver Fig. 14-4(c) para o gráfico de f. f não admite máximo absoluto e nem mínimo absoluto no intervalo fecha- 
do [-1,1]. O Teorema 14.2 não se aplica, pois f é descontínua em 0. 
Pontos Críticos 


Para localizar os extremos absolutos garantidos pelo Teorema 14.2, é útil o seguinte conceito. 


y 


(b) 
Fig. 14-4 
Definição: От ponto crítico de uma função fé um número c no domínio de f tal que f'(c) = 0 ou f“(c) não é 

definida. 
Exemplos 


(а) Seja f(x) = 335 - 2x 4 4. Então f(x) = бх - 2. Como 6x - 2 é definida para todo x, os únicos pontos críticos 
são dados por 


6x-2=0 
6x =2 
xzi-i 


Portanto, o único ponto crítico é 4. 
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(b) Seja f(x) = Xx-xX-5x43. Logo, f(x) = Зх? -2x-Secomo 3x - 2x — 5 é definida para todo x, os únicos pon- 
tos críticos são soluções de 
3x? —- 2x —5=0 
(3х - x + 1) 20 
3x-5=0 ou x+1=0 


3x=5 ou х=—1 
x=3 ou x=-1 
Logo, há dois pontos críticos, —1 e $. 
К x se0<x 
(c) Seja fx) = bj. Logo, f(x) = f: see. 


Já sabemos, do exemplo na Seção 13.1, quc f'(0) não é definida. Logo, O é um ponto crítico. Como 
Dx) = te DX—x)= —1, não há outros pontos críticos. 


Método para Determinar Extremos Absolutos 


Seja f uma função contínua em um intervalo fechado [a,b]. Considere que há somente um número finito de pontos 
críticos су, Сз, ..., су de f no interior de [a,b]; ou seja, em (a,b). (Essa hipótese vale para a maioria das funções 


encontradas no cálculo.) Faça uma tabela de valores de f nesses pontos críticos е nos extremos a e b, como na Ta- 
bela 14-1. Assim, o maior valor da tabela é o máximo absoluto de fem [a,b] e o menor valor da tabela é o mínimo 
absoluto de f em [a,b]. (Esse resultado é demonstrado no Problema 14.1.) 


Tabela 14-1 
x ЈО) 
с Ус) 
o | fe 
в fie) 
a fo) 
Й 16) 


Exemplo Determine os valores máximo e mínimo absolutos de 
Ро) = хэ — 5х2 46 3х +1 


em [0,1] е encontre os argumentos nos quais esses valores são obtidos. 


A função é contínua em todos os pontos; em particular, em [0,1]. Como f'(x) = 3x? — 10x + 3 é definida pa- 
ra todo x, os únicos pontos críticos são soluções de 


3х2 — 10x +3=0 

(3х — Dx ~ 3) =0 
3x-1=0 ou x-3=0 
3x=1 ou x=3 
x=] ou x=3 


Logo, o único ponto crítico no intervalo aberto (0,1) é 4. Agora construa a Tabela 14-2: 
1 гү гү 1 12225 
DAY ааа 


fO = 0% — 500) + 300) +1 = 1 


f) = 1 – 51) + 30) +1=1-5+3+1=0 
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€ O máximo absoluto é o maior valor da segunda coluna, 29, e é obtido no ponto x = 1. O mínimo absoluto é o me- 
nor valor, 0, e é conseguido em x = 1. 


Tabela 14-2 


Problemas Resolvidos 


€ 
€ 14.1 Justifique o método via tabela para localizar o máximo e o mínimo absolutos de uma função em um intervalo fe- 
é : chado. 


Pelo teorema do valor extremo (Teorema 14.2), uma função f contínua em [a,b] deve ter um máximo absoluto eum 
t mínimo absoluto em [a,b]. Seja p um ponto no qual o valor absoluto ocorre. 
t 


€ sse UOISO 1: péum dos pontos de fronteira, a ou b. Então Др) será um dos valores de nossa tabela. De fato, será o maior va- 
sp lor da tabela, uma vez que ftp) é o máximo absoluto de fem [a,b]. 
Caso 2: p não é um ponto de fronteira e Ур) não é definida. Então p é um ponto crítico e será um dos números 
Et» C2, »-»».C4 em nossa lista. Logo, f(p) aparece como um valor da tabela e será o maior de todos os valores tabelados. 


Caso 3: р não é um ponto de fronteira e /'(p) é definida. Como p éo máximo absoluto de fem [a,b], f(p) > f(x) para 


todo x próximo de p. Desse modo, f tem um máximo relativo em p € o Teorema 14.1 garante que f'(p) = 0. Mas então p é 
um ponto crítico e a conclusão segue como no Caso 2, 


Um argumento muito parecido mostra que o método conduz ao mínimo absoluto. 


142 Determine o máximo e o mínimo absolutos de cada função no intervalo dado: 
x+3 
em [0,3] 


(а) /бу)=2х%—5х9+4х—1ет[-2]_ () f= СЕ] 


(а) Como f'(x) = 6x? — 10x + 4, os pontos críticos são soluções de 


6x? — 10x +4=0 

3х2 — 5x +2=0 
Bx ~ 2{х – 1) = 0 
3x-2=0 ou x-1=0 


Assim, os pontos críticos são 4 e 1, ambos em (-1,2). Agora faça a Tabela 14-3: 


2 2p рр (2 16 20 8 16 60 7 27 1 
(=; -4() AE 
F0=A0' —5 +41) -1=2-544-1=0 
€ f(-1 = X-1P —5(-1? +4=1)-1=-2-5-4-1=-12 


/@ 220 – 52) + 40) -1=16-20+8-1=3 


Dessa maneira, o máximo absoluto é 3, conseguido em x = 2, e o mínimo absoluto é —12, obtido em x = —1. 
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Tabela 14-3 


1/27 
0 
—12 mínimo 


3 máximo 


0) f= (x + DD? + 3) — (х2 + 3)D (x + 1) M (x + 00) — (x? + 3y1) 


(х + 1)? (х + 1)? 
2X 42x -x! -9. x! £2x-3 
= (х + 1)? +1? 
F'(x) não é definida quando (x + 1) =0; ou seja, quando x = –1. No entanto, como —1 não está em (0,3), os úni- 


cos pontos críticos que precisam ser considerados são os zeros de x? + 2x — 3 em (0,3): 


х2 +2х-3=0 

(х + 3х – 1) =0 
+ = тоц рь 0 
x=-3 ou х= 1 


Logo, 1 é o único ponto crítico em (0,3). 
Agora faça a Tabela 14-4: 


Q*-3 143 4 
rl s =з”? 
(0) +3 3. 
ID ipu 
so- 933 m 


341 4 4 


Assim, o máximo absoluto, obtido em 0 e 3,63; е о mínimo absoluto, conseguido em 1, é2. 


Tabela 14-4 


2 mínimo 
3 máximo 
3 máximo 


143 Entre todos os pares de números reais positivos u e v cuja soma é 10, qual corresponde ao maior produto uv? 
SejaP=uv.Comou+v=10,v=I0-ue assim, 


Р=щ10—и)= 10u — u? 


Aqui, 0 <и < 10. Mas como P seria 0em u = Oe u = 10, e claramente 0 não é o máximo absoluto de P, podemos esten- 
der o domínio de P para o intervalo fechado [0,10]. Assim, devemos encontrar o máximo absoluto de P = 10u — u? no 


intervalo fechado [0,10]. A derivada dP/du = 10 — 2u se anula somente em u = 5 e esse ponto crítico deve levar ao máxi- 


mo. Logo, o máximo absoluto é Р(5) = 5(10— 5) = 5(5) = 25,о que se consegue a partir de u = 5. Quando и = 5, = 10 
-и=10-5=5. 


Tr ———_——_—_——— ND 


M Es сл Dou. 
ALGEBRA О cálculo não era realmente necessário nesse problema, pois P = +») 1 lu) = m Ы ») ,que 


é maior quando u — р = 0, ou seja, quando и = v. Então, 10 =u + y = 2u e, assim, н = 5. 
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14.4 Uma caixa aberta deve ser feita a partir de um pedaço retangular de cartolina que mede 8 pés por 3 pés, cortando- 


14.5 


se quatro quadrados iguais dos cantos e dobrando-se as abas (ver Fig. 14-5). Qual comprimento do lado de um qua- 
drado que permitirá fazer a caixa com o maior volume? 


8 


Fig. 14-5 


Seja x o lado do quadrado que é removido de cada canto. O volume V = уй, onde /, we A são comprimento, largu- 
ra e altura da caixa. Masl=8-2x,w=3-2xeh=x,ou seja 


V(x) = (8 — 2xX3 — 2x)x = (4x? — 22x + 24)x = 4x? — 22x? + 24x 
A largura w deve ser positiva. Logo, 
3-2x>0 ou 3>2 ou i>x 
Além disso, x > 0. Mas também podemos admitir os valores x = 0e x = 3, que tornam o volume У = 0 e que, por es- 
se motivo, não podem resultar no volume máximo. Portanto, temos que maximizar V(x) no intervalo [0, 2]. Como 


T 12x? — 44x + 24 
dx 


os pontos críticos são as soluções de 


12x? — 44x +24 - 0 
3x — 11x + 6=0 


(3x — 2x — 3) «0 
3x-2=0 ou x-3=0 
3x=2 ou x=3 
x=3 ou x=3 


O único ponto crítico em (0, 3) é 3. Logo, o volume é maior quando x = 3. 


Um fabricante vende cada um de seus televisores por $85. O custo C (em reais) da fabricação e venda de x televi- 
sores por semana é 


C = 1500 + 10x + 0,005x? 


Se no máximo 10 000 televisores podem ser produzidos por semana, quantos deveriam ser fabricados e vendidos 
para maximizar o lucro semanal? 


Para x televisores por semana, o total da renda é 85x. O lucro é a renda menos o custo, 


Р = 85x — (1500 + 10x + 0,0051?) = 75x — 1500 — 0,005x? 


Desejamos maximizar P no intervalo [0,10 000] uma vez que a produção é, no máximo, 10 000. 


dP 
— = 75 — 0,01х 
dx 
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е o ponto crítico é a solução de 


15—001х =0 
0,01х = 75 
75 
=2 7500 
х= 001 


Agora construímos a Tabela 14-5: 


P(7500) = 75(7500) — 1500 — 0,0005(7500)* 
= 562500 — 1500 — 0,0005(56 250000) 
= 561000 — 281 250 = 279 750 


P(0) = 75(0) — 1500 — 0,0005(0)? = —1500 


P(10000) = 75(10 000) — 1500 — 0,0005(10 000)? 
= 750000 — 1500 — 0,0005(100 000.000) 
= 748 500 — 500000 = 248 500 


Portanto, o lucro máximo é alcançado quando 7 500 televisores são produzidos e vendidos por semana. 


Tabela 14-5 


279750 
—1500 
248 500 


14.6 Um pomar tem um rendimento médio de 25 metros cúbicos por árvore quando existem no máximo 40 árvores 
por acre. Quando há mais de 40 árvores por acre, o rendimento médio diminui 3 metro cúbico por árvore pa- 
ra cada árvore que excede aquelas 40. Determine o número de árvores por acre que darão o maior rendimento 
por acre. 

Seja x o número de árvores por acre e f(x) o rendimento total em metros cúbicos por acre. Quando 
0 € x € 40, f(x) = 25x. Sex > 40, o número de metros cúbicos produzido por cada árvore é 25 — Mx — 40). [Aqui x 


- 40 é o número de árvores que excede 40, e 3(x — 40) é a correspondente queda de metros cúbicos por árvore.] Logo, 
para x > 40, f(x) é dada por 


(5-36) 5-1) (654 xh=300-0 


25x ѕе0<х < 40 
Assim Јо) = {х 


2600-5 se x »40 


Дх) é contínua em todos os pontos, uma vez que 25x = 5 (90 — x) quando x = 40. Obviamente, f(x) < 0 quando x > 90. 
Logo, podemos restringir a atenção para o intervalo [0,90]. 
Para 0 < x < 40, f(x) = 25x e f(x) = 25. Portanto, não existem pontos críticos no intervalo aberto (0,40). Para 40 « 


x «90, 
x x , 
So) 7560-3) = 45-7 e f'Q)z245-x 


Portanto, x = 45 é um ponto crítico. Além disso, 40 é também um ponto crítico pois f (40) não existe. Não temos que ve- 


rificar esse fato, uma vez que não há mal algum em acrescentar 40 [ou qualquer outro número em (0,90)] na lista em que 
calculamos f(x). 
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Agora construímos a Tabela 14-6: 


€: 705) = 5 (90 — 45) = 5 (45) = з = 1012,5 


J(40) = 25(40) = 1000 
/@ = 250) = 0 


90 90 
100) == 00 — 90 —7 (0) =0 


O rendimento máximo por acre é conseguido quando existem 45 árvores por acre. 


Tabela 14-6 


Problemas Complementares 


14.7 Determine o máximo e o mínimo absolutos das seguintes funções nos intervalos indicados: 


(a) fü) =-4x+ 5em[-2,3] (b Ж) = 2x? — 7х — 10 ет [-1,3] 
(с) Л) = х? + 2х2 +x—1 ет[-1,1] (d fa = 4х - 8х2 + 1 em [-1.1] 
(е) Дд) = xt — 2x3 — х2 — 4x + 3 em [04] 0 foe EE emps- 

e JE lud ПО 1,1 

| © Лд= +; em[14] (0 М) = men 


1 
x-x para0xx x1 


e © = 4 ет [0,2] 
©? х+х-5 рага1 <х<2 
е 14.8 Um fazendeiro deseja cercar um campo retangular. Se cercar па direção norte-sul custa $3 por metro, е cercar leste-oeste 
€ custa $2 por metro, quais são as dimensões do campo dc área máxima que pode ser cercado com $600? 
€ 14.9 Um fazendeiro deve cercar um terreno retangular ao longo de um rio que corre em linha reta. Se o fazendeiro tem 120 

А metros de cerca, е о lado do terreno ао longo do rio não tem que ser cercado, quais são as dimensões do terreno cercado 
€ com maior área? 

к 14.10 А distância de ônibus entre Nova York e Boston é 225 milhas. O motorista de ônibus recebe $12,50 por hora; outros cus- 
© tos da viagem a uma velocidade constante de x milhas por hora somam 90 + 0,5x centavos por milha. As velocidades mí- 
{ nima e máxima permitidas па rota do ônibus são 40 c 55 milhas por hora. Em qual velocidade constante o ônibus deveria 

ser conduzido para minimizar o custo total? 
14.11 Uma companhia aérea está planejando um vôo para o qual está se considerando um preço entre $150 c $300 por pessoa. 
А empresa aérea estima que o número de passageiros que fará о vôo será de 20 — 0,5x, dependendo do preço em x reais 
É que será cobrado. Qual preço maximizará a renda da companhia? 


14.12 Suponha que uma empresa possa vender x rádios por semana se cobrar 100 — 0, 1x reais por rádio. Seu custo de produção 
é de 30x+ 5000 reais quando x rádios são produzidos por semana. Quantos rádios deveriam ser produzidos para maximi- 
zar O lucro e qual scrá o preço de venda de cada rádio? 
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14.13 


14.14 


14.15 


14.16 


14.17 


14.18 


14.19 


14.20 


14.21 


Uma caixa com base quadrada e lados verticais deve ser construída com 150 cm quadrados de cartolina. Quais dimensões 
forneceráo o maior volume se: (a) a caixa tiver tampa; (b) a caixa for aberta em cima? 


Um fazendeiro deseja cercar um campo retangular e também dividi-lo ao meio com outra cerca (AB na Fig. 14-6). A cer- 
ca externa custa $2 por metro e a cerca do meio custa $3 por metro. Se o fazendeiro tem $840 para gastar, quais dimen- 
sões maximizarão a área total? 


Em um frete aéreo o preço por passageiro é de $250 para qualquer número de passageiros até 100. O vôo será cance- 
lado sc houver menos de 50 passageiros. No entanto, para cada passageiro que exceder 100, o preço por passagem se- 


rá diminuído em $1. O número máximo de passageiros que pode voar é 225. Qual o número de passageiros resultará 
em renda máxima? 

A 

00: 
[4 
w 
O 
B 
Fig. 14-6 — Fig. 14-7 


Entre todos os pares x, y de números náo negativos cuja soma é 100, obtenha os seguintes pares: (a) aqueles cuja a soma 
dos quadrados x? + y? é um mínimo; (b) aqueles cuja soma dos quadrados x? + y? é um máximo; (c) aqueles cuja so- 


ma dos cubos x? + y? é um mínimo. 
Um complexo esportivo será construído na forma de um campo retangular com duas áreas semicirculares iguais em cada 


extremo (ver Fig. 14-7). Se a borda do complexo inteiro deve ser uma pista de corrida de 1256 metros de comprimento, 
quais deveriam ser as dimensões do complexo de modo que a área do campo retangular seja máxima? 


Um cabo de comprimento L é cortado em dois pedaços. Com o primeiro pedaço é feito o contorno de um círculo e com o 
segundo um quadrado. Onde deverá ser cortado o cabo de modo que a área total do círculo mais a do quadrado seja: (a) 
um máximo; (b) um mínimo? 


GEOMETRIA А área de um círculo com raio r é т?, е comprimento é 27. 


Um fio de comprimento L é cortado em dois pedaços. Com o primeiro pedaço é feito um quadrado e com o segundo um 
triângulo equilátero. Onde o fio deverá ser cortado de modo que a área total do quadrado e do triângulo seja a maior pos- 
sível? 


2 
GEOMETRIA А área de um tiángulo equilátero de lado 5 é 455. 


Uma companhia tem um lucro de $40 em cada aparelho de TV que faz quando produz no máximo 1000 aparelhos. Se 
O lucro por item diminui 5 centavos para cada aparelho de TV acima de 1000, qual nível de produção maximiza o lu- 
cro total? 


Determine o raio e a altura do cilindro circular reto de maior volume que pode ser inscrito em um cone circular reto que 
tem um raio de 3 m e altura de 5 m (ver Fig. 14-8). 


GEOMETRIA О volume de um cilindro circular reto de raio re altura A é 1r2h. Pela proporcionalidade dos lados de triângu- 


los semelhantes (na Fig. 14-8), zh = z 
T 


—_¡ —— L 
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e 


5 
-x p-x 
h ES 2 
|] 
x 
= 
+——3 — 
Fig. 14-8 Fig. 14-9 Fig. 14-10 


1422 Determine a altura A e o raio r do cilindro circular reto de maior volume que pode ser inscrito em uma esfera de raio a. 


[Sugesido: Мет Fig. 14-9. O teorema de Pitágoras relaciona h/2 c r, e delimita os possíveis valores para cada.] 


14.23 Entre todos os triângulos isósceles com um perímetro fixado р, qual tem a maior área? [Sugestão: Мег Fig. 14-10 e re- 


2 


2 
14.24 Obtenha o(s) ponto(s) da elipse 5 + ч = 1 que é (são): (a) o(s) mais próximo(s) do ponto (1,0); (b) o(s) mais distan- 


te(s) do ponto (1,0). [Sugestdo: É mais fácil encontrar os extremos do quadrado da distância de (1,0) а (х,у). Observe 
que —5 € x < 5 para pontos (x,y) da elipse.) 


14.25 Uma piscina retangular deve ser construída de tal modo que as margens norte e sul tenham comprimento múltiplo inteiro 


de 6 m e as margens leste e oeste, comprimento múltiplo inteiro de 10 m. Se a área total disponível é de 6000 m^ quadra- 
dos, quais são as dimensões da maior área possível da piscina? 


14.26 От fazendeiro deve cercar dois terrenos. Um deve ser um retângulo cujo comprimento é o dobro da largura, e o outro de- 


ve ser um quadrado. O retângulo deve ter pelo menos 882 metros quadrados e o quadrado deve medir pelo menos 400 me- 
tros quadrados. Existem 680 metros de cerca disponível. 


(a) Sexéa largura do campo retangular, quais são os possíveis valores máximo e mínimo de x? 
(b) Qual éa maior área total possível? 


14.27 Custa para uma companhia 0,1x? + 4x + 3 reais para produzir x toneladas de ouro. Se mais de 10 toneladas são produzi- 


14.28 Demonstre o Teorema 14.1. [Sugestão: Considere o caso de um mínimo relativo em x = c. Então 


das, a necessidade de maior mão de obra aumenta о custo em 2(x - 10) reais. Se o preço por tonelada é $9, independente- 
mente do nível de produção, e se a capacidade máxima de produção é de 20 toneladas, qual produção maximiza o lucro? 


fc +00, " 


А m c + h) — fe А E : 
para h suficientemente pequeno e positivo, e PENSO < 0 para h negativo e suficientemente pequeno em magni- 


tude. Como (c) existe f'(c) = lim а 20e f(c)= lim Ataro <0] 
h-0* h0- 


14.29 Um retüngulo é inscrito em um triángulo isósceles com base de 9 polegadas e altura de 6 polegadas. Determine as dimen- 


sões do retângulo de área máxima se um lado do retángulo está sobre a base do triángulo. 


14.30 Um jardim retangular deve corresponder a uma área de 200 metros quadrados. Uma cerca se faz necessária apenas em três 


lados, uma vez que um lado fará divisa com um muro de uma construção. O comprimento e a largura do jardim devem 
medir pelo menos-5 metros cada. 


(a) Quais dimensões minimizarão a quantia total de cerca necessária? Qual será o mínimo de cerca? 
(b) Quais dimensões maximizaráo а quantia total de cerca, e qual será o máximo de cerca? 
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2x—3 


1431 Seja fo) = ==. 


1432 


14.33 


14.34 


14.35 


14.36 


(a) Determine os valores máximos e mínimos de fem [1,10]. 
(b) Oteorema do valor-extremo se aplica a fem [-10,10]? Por quê? 


Determine o(s) ponto(s) da curva y = ./6xº + 8x3 + 11x? + 9 que é (são) mais próximo(s) da origem. 


Calcu 


Determine as dimensões do retângulo de área máxima que pode ser inscrito em um triângulo retângulo cujos lados são 3. 
4e 5 se um lado do retângulo está sobre o lado do triângulo de comprimento 3 e o outro lado está sobre o lado do trián- 


gulo d 


CG] 


е a menor distância entre pontos da curva y =./x? + 3x +2 ea origem. 


le comprimento 4. 


Encontre os extremos relativos de f(x) = x* + 2x? — 5x — 2 de duas formas: 


Trace o gráfico de f para obter o máximo relativo e o mínimo relativo diretamente. 
Trace o gráfico de f" para encontrar os pontos críticos de f. 


Determine os extremos relativos de f(x) = х? — 3x? + 4x — 1 ет (—5,3). 


€ 


soscocasoso 


€ 
( 


t 


CE E E-isto 


s 


voc 


e 


A Regra da Cadeia 


15.1 FUNÇÕES COMPOSTAS 


Existem ainda muitas funções cujas derivadas não sabemos calcular; por exemplo, 
@ ух -х+2 di) Y/x+4 (Ш) rx 


No caso (iii) poderíamos, certamente, multiplicar x? + 3x — 1 por ela própria 22 vezes e então derivar o polinó- 
mio resultante. Mas sem um computador, isso seria extremamente árduo. 


As três funções acima têm a característica comum de serem combinações de funções mais simples: 


G) /x!=x+2 é о resultado de começar com a função f(x) =x? — x + 2 e então aplicar a função 
g(x) =./x ao resultado. Assim, 
P -x*2-gfQ) 


Gi) ух + 4 éo resultado de começar com a função F(x} = x + 4 e então aplicar a função G(x) = Y x. Por- 
tanto, 


Ух + 4 = G(F(x)) 


(iii) (x? + 3x — 1)% € o resultado de começar com a função H(x) = x? + 3x — 1 e então aplicar a função 
K(x) = xP. Logo, 
(х? + 3x — 19% = K(H(o) 
Funções que são escritas juntas dessa forma a partir de funções mais simples são ditas funções compostas. 


Definição: Se fe g são funções quaisquer, então a composição g « f defe g é a função tal que 


(о » Р) = (f(x) 
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O “processo” de composição é diagramado na Fig. 15-1. 


x А flo) } seo) 
Fig. 15-1 


Exemplos 
(а) Sejamf(x) =x- 1 e g(x) = x?. Então, 


(о Ло) = Ф) = glx — 1) = (x — 1)? 


Por outro lado, 
(Го о) = 960) = О) = х —1 
Portanto, foge g of não são necessariamente а mesma função (e geralmente elas não são a mesma). 
(b) Sejam f(x) =x? + 2х e (х) = ws Então, 
(ge No) = (Го) = 902 + 2х) = X + 2x 
(7° NO flaco) = (4/5) = GI GS) = x + 2x 
Novamente, g o f e fo g são diferentes. 
Uma função composta g o f é definida apenas рага aqueles x em que f(x) é definida e g(f(x)) é definida. Em 
outras palavras, o domínio de g o f consiste daqueles x no domínio de f para os quais f(x) está no domínio de g. 


Teorema 15-1: А composição de funções contínuas é uma função contínua. Se fé contínua em a e g é contínua 
em Қа), então g o f é contínua em a. 


Para uma demonstração, ver Problema 15.25. 


15.2 DERIVAÇÃO DE FUNÇÕES COMPOSTAS 


Primeiro vamos tratar de um importante caso especial. A função x)]" é a composição g » f de f com a função 
p р ç posição g ç 


g(x) = x”. Temos: 
Teorema 15-2 (Regra da Cadeia para Potências); Seja f diferenciável e seja л qualquer inteiro. Então, 


DA CG) = LLOYD ALO) (15.1) 


Exemplos 


@ DAE — SP) = 36? — SD. — 5) = 3? — 5 Ох) = 6x — sy 
(b) Dale? – 2х2 + 3х —1)) = 1% — 2x2 + 3x — ID? — 2x? + 3x — 1) 
= Nx? — 2х2 + 3x — 1)63х2 — Ax + 3) 
1 
© o) =D ¡Gx — 575) = —43х — 5)73D x — 5) 
g 4 12 
“Cup cm 
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(Regra da Cadeia). Assuma que fé diferenciável em x e que g é diferenciável em f(x). Então 
a composição g o f é diferenciável em x e sua derivada (g o fY é dada por 


(ge 70) = HE) SC) (15.2) 


Teorema 15-3 


isto é, 
Def o) = HAD.) 


A prova do Teorema 15.3 é ardilosa; ver Problema 15.27. A regra da cadeia para poténcias (Teorema 15.2) se- 


gue da regra da cadeia (Teorema 15.3) quando g(x) = x". 
Aplicações da regra da cadeia geral serão adiadas até os próximos capítulos. Antes de abandoná-la, no entan- 
to, devemos indicar uma notação intuitiva. Se escrevermos у = e(f(x)) e u = f(x), então y = g(u) e (15.2) podem ser 


expressas na forma 


dy dydu 
е ш 15. 
dx du dx a 


como se derivadas fossem frações (o que não é verdade) e assim a regra da cadeia seria uma identidade obtida a par- 


tir do cancelamento dos du's no lado direito. Apesar dessa “identidade” corresponder a uma maneira fácil de lem- "~: 


brar da regra da cadeia, deve ser mantido em mente que y no lado esquerdo de (15.3) corresponde a uma determi- 
nada função de x [a saber, (g o f Xx)], enquanto o lado direito se refere a uma função diferente em termos de и [a 


saber, g(u)]. 
Exemplo Usando (15.3) para refazer o exemplo anterior (c), temos 
ysGx-5]*-2w* 


onde и = 3x - 5. Logo, 


qa C 43) = -- Weg 


Derivacáo de Poiéncias Racionais 
Queremos ser capazes de derivar a função f(x) = x", onde r é um número racional. O caso especial de г inteiro já 


foi contemplado na Regra 7 do Capítulo13. 


ÁLGEBRA Um número racional ré aquele que pode ser representado na forma r = n/k, onde n e k são inteiros, com k positivo. Por 


o = (уа) 
exceto quando а é negativo е k é par (caso no qual a raiz k-ésima de a não é definida). Por exemplo, 
(85 = (8 = 02 - 4 
025 -q/9-Q)*-3- 
277 -QG/-mny-(-3*-8 


(—4)7% não é definida 


definição, 


эе 


Observe que 
Уй = уа" 
sempre que ambos os lados são definidos. De fato, 


INS = (fa = (бушу = a" 
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0 que mostra que Gay € a raiz k-ésima de a”, Na prática somos livres para escolher qual notação para a"* é mais conveniente. Des- 


se modo, (i) 642/9 é mais fácil de calcular como 
(2/64)? = (P = 16 
69) = 3/4096 


do que como 


mas (ii) (/8)? é mais fácil de calcular como 


JUS? = у= 2 
QV? 


As leis usuais para expoentes valem para expoentes racionais: 


(1) “з= @?* 


do que como 


н 
Q £s 


G («= а 
(4) (a =abr 


onde r e s são números racionais quaisquer. 


Teorema 15-4: Рага qualquer número racional r, D(x") = 1x7 1, 
Para uma demonstração, ver Problema 15.6. 


Exemplos 
1 
@ Di fx) =) = 51007 = 


€) DA= 70-278 O ad 


O Teorema 15.4, em parceria сот а regra da cadeia (Teorema 15.3), nos permite estender a regra da cadeia pa- 
ra potências (Teorema 15.2) de modo a incluir expoentes racionais. 


Corolário 15-5: Se fé diferenciável e r é um número racional, 


Df Gy) = rU G9Y 7! D, f) 


Exemplos 
(а) D / x? —3x + 1) = DA? ЕЕН = 3х + 1) 2D (x? — 3x + 1) 
1 1 2x-3 
ЭЗ зу утуй e Is Зх Ф 


(b) DBX 199 =; (г “Dx? — 1) 


-i $ (6) = > Узх Т1 


ыы ы i. -u3 _1 - 
(9 »(5—) E Dl 8 з) DADA) = — 5 (7х 27 PD x +2) 


1 1 
730x507 - 


7 
Xx + 2) 
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Ры Problemas Resolvidos 


15.1 Para cada par de funções fe g, encontre fórmulas para g o f e fo g, e determine os domínios de g of e fog. 
(a) gx) =x efy=x+1 (b а(х) = х2 ер) =х-1 
(a) о) = (f) = qe Do т 
Сото Vx +1 é definida se, e somente se, x > — 1, o domínio de g o f é [—1, оо). 
Ce до) = 0б) - fe 9 = у +1 
Como N^ + 1 é definida se, e somente se, x 2 0, o domínio de fo g é [0, co). 


(b) (a ° Ло) = 90109) = 90: — 1) = (х— 1)? 
Le до) Леб) = f?) = 52 1 


Ambas as composições são polinômios e assim o domínio de cada uma é o conjunto de todos os números reais. 


PP A AA A 


em 


eee o 52 Calcule as derivadas de: ——— 

n 1 

| (а) (x-3^-5x-2p (b JTO-2-5 (9 x cay 

1 А a 

€ A regra da cadeia para potências é usada em cada caso. 

(à) Р, — 3х2 + 5x — 2) = 3x* — 3x? + 5x — 2PD (x! — 3x? + 5x — 2) 
= 3(х* — 3x? + 5x — 2y (4? — 6x + 5) 


(b DT —2x* + 5) = DADO — 2x? 512) = ; (7х5 — 2х2 + 5)! DX — 2x? + 5) 


1 xQ) 


1 
> ASA (012 — 4х) =— DE 
208 ху gat UM) 2/0) — 2 +5 


(с) Dl) = DA(5x? +47?) = —3(5x? + 4) *D. (5x? + 4) 


MM E orm 


—3 30x 


“ora => (52 + af 


ES 


15.3 Encontre a derivada da função f(x) = /1 + (x +1) = [1 + (x + 19232 


Pela regra da cadeia para poténcias, empregada duas vezes, 


f')- 5 (Ue унар (+ 2) 


П] 


ADS 


(+ (+ yl (x 1) 12D (x + ») 


Il 


elie ajo ajo MI 


(L+ (x D!2)7 120 + 0) 141) 


{0 + (к + Dx yi 


E 1 1 1 
(ао DP e D? ADAN 
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15.4 


15.5 


Encontre os extremos absolutos de f(x) = x,/1 — x? em [0,1]. 


DG = x?) = xD /1 — x?) + /1=x?D 0) [pela derivada do produto] 
= xD — х?)!?)+ ‚/1 — x 
1 A 
G (1 x PD- 2 +yl-x? [pela regra da cadeia para potências] 


Ji-x* 
Acum SNC. — 2x? 
xXt*(ü-x) 1-2x СЕЕ 
2 с с 


O lado direito não é definido quando о denominador é 0; ou seja, quando x? = 1. Logo, 1 e —1 são pontos críticos. O la- 


do direito é 0 quando o numerador é 0; ou seja, quando 


29-1 o x=} ош x=+/ 


e ЛУ) = == EVE 


Nos pontos de fronteira, (0) = (1) = 0. Portanto, 4 é o máximo absoluto (conseguido em x = JD е0 éo mínimo ab- 
soluto (conseguido em x = 0 e x = 1). 


Um espião em um submarinos, distante 6 quilômetros de uma praia retilínea, deve atingir um ponto B na praia, que 
está 9 quilômetros adiante de um ponto A que é a projeção ortogonal de S na praia (ver Fig. 15-2). O espião deve 
Temar em um barco até um determinado ponto C na praia e então percorrer o resto do caminho a pé até B. Se ele re- 
ma a 4 km/h e caminha a 5 km/h, em qual ponto C ele deve parar o barco para alcancar B o mais rápido possível? 


5 


Fig. 15-2 
Seja х = AC; então ВС = 9 — x, Pelo teorema de Pitágoras, 
SC = (6): +x? ou $С=,/36+х2 


O tempo dispendido remando é, portanto, 


x 36 + х2 
SA 


4 [horas] 


€ o tempo gasto andando será Т, = (9 — х)/5 [horas]. O tempo total T(x) é dado pela fórmula 


2 ies 
T9)- T, + 1, 230 = Ls 


A 
{ 
é 
é 
€ 

і 
f 

i 

} 


р E e Ы а 


Г", В N EM NM M 


mom m omm 0m 


gm бм 


€ 
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Devemos minimizar T() no intervalo [0,9], uma vez que x pode variar de 0 (em A) até9 (em B), 


a п (06 2^) C А 
To= o (Bez +045-{ 


-i5 (36 +x) 12. D436 +x?) —— — [pela regra da cadeia para poténcias] 
d 1 Q3- x 1 
836 + х1? 36+x) 5 


Os únicos pontos críticos são soluções de 


x 1_ 
arx 5 
х =5 
4/36 4% 5 


5x =4,/36+x? [produto cruzado] 


25x? = 16(36 + x?) [eleva ambos os lados ao quadrado] 
25x? = 576 + 16x? 


9х2 =.576 
x? = 64 
х= +8 


O único ponto crítico ет (0,9) é 8. Calculando os valores para o método via tabela, 


36 + (8) tam Qr 5 40$ 
т@)=У25+® а се roda =D 
4 p TRIS OS ac 
386+ 02 9—0 z 9 6 9 3 9 33 
Ti MT AA Sta a 
O = $74 13741537275 
2 
yia 
те) = Өлү 9 жн, = IN: -2/5 


5 4 


geramos a Tabela 15-1. O mínimo absoluto é conseguido em x = 8; o espião deveria parar o barco 8 quilômetros adiante 
do ponto A. 


Tabela 15-1 


3 27 
i JB 519 
Ja < 10 [multiplica por $] 


B<—=1 
0 2,96 [elevando ao quadrado] 


Oque é falso. 
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15.6 Prove o Teorema 15.4: D,(x”) = rx”! para qualquer número racional r. 
E para q 


Seja r = n/k, onde n é um inteiro e k um inteiro positivo. Que x"! é diferenciável não é fácil provar; ver Problema 
15.26. Assumindo isso, vamos agora deduzir a fórmula para a derivada. Seja 


Го) ex = yx 
Então, como (/(5) = х", 
DAM) = Do?) = me 
Mas, pelo Teorema 15.2, DAUE) = КОГО) 170). Logo, 


ҚО) S) = nto! 


e isolando f"(x), obtemos 


} moi n x^! 
AU C I 
xti 
=== mt 


Problemas Complementares 


15.7 Para cada par de funções f(x) e g(x), encontre fórmulas para (Fe gb) е (g ° FXX). 


@ f= a SAA (O Л) еа, д) з 


СТЕ () fe) - go) =22—4 


15.8 Рага cada par de funções f e g encontre o conjunto de soluções da equação (f » gx) = (g o f)(x). 


(à) Јо) = х?, дб) =x? 0) ЈО) = 90) = 3x (с) 16) = 2x, g(x) 


x41 SS 


(à Јо) =x, g) = 


(d Јо) = х2, д) = 


x+1 x?-3 


15.9 Expresse cada uma das seguintes funções como a composição (g o f Xx) de duas funções mais simples. [As funções f(x) 
e g(x) obviamente não serão únicas.) 


@ GC -xX«3 Ou O SF ә 1 


x1—4 


15.10 Encontre as derivadas das seguintes funções: 


(а) QO-2347x—3* (Б) (+30 (с) (x-3)? 
O Gras? (à Ur N) (y 


( (2) н 4 5 
9 2x2 +1 (n 3x2 —- x +5 0 х 


MESE E E y 
7 а Ж а 


E 


€ 
€ 
€ 
€ 
€ 
€ 
€ 
é 
C 

( 


secos 


& 


A A M M M MM 


| 
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х— 
15.12 Determine a equação reduzida da reta tangente ao gráfico de y = SET. 


15.14 Sejam (х) = x? — 4 e f(x) = 


15.11 Calcule as derivadas das seguintes funções: 


x 
Jx +1 


(f) 899 y xti — xci 


(а) 204 (6) x'q1—39) (o 


(@ (DO—4x!-2)^ (е) ya? 


1 
RV 4 TS a YA 
(9) dx 3) (h) E fax O J4—J4-x |) ——— 


1—2x 


1 
yT "o Ponto (2, 4). 


15.13 Determine a equação reduzida da reta normal à curva y = //x! + 16 no ponto (3,5). 


x42 
x-2 


(a) Determine uma fórmula para (g o f)(x) e então calcule (go NO. . 


(b) Mostre que a regra da cadeia fornece a mesma resposta para (g o fJ(x) como foi determinada no item (a). 


15.15 Encontre os extremos absolutos das seguintes funções nos intervalos dados: 


@ fQ)e ——— emh.) () /бд=(х—2(х + 3P em [-43] 


М1 rx 
(с) ЈО) = 4/5 – 4х em[-1.1] (а) Јо) =: x — x2º em [0,8] 


(е) х) =x? ZI em [-1,1] 


15.16 Duas cidades, P e Q, estão localizadas a duas e trés milhas, respectivamente, de uma ferrovia, como mostrado na Fig. 


15-3. Qual ponto А sobre a ferrovia deveria ser escolhido para uma nova estação a fim de minimizar a soma das distân- 
cias de P e Q à estação, sc a distância entre A e B é de quatro milhas? 


о 


0—4 NX 


Fig. 15-3 


15.17 Considere que Fe G são funções diferenciáveis tais que F(x) =- Go) e C) = – Р(х). Se Н(х) = (Р(х)? — (С(х))?, en- 
contre uma fórmula para H (x). 


1548 Sey -x!-2ez23x45, então y pode ser considerada como uma funcáo de z. Expresse dy/dz em termos de x. 
15.19 Seja F uma função diferenciável e seja G(x) = F(x), Expresse D4F(x*) em termos de Ge x 


15.20 Se (x) = хх — 1) 2/5, encontre o domínio de gu). 
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1521 
1522 


1523 


1524 


1525 


1526 


1527 


Seja fuma função ímpar (Seção 7.3) diferenciável. Encontre a relação entre f(- x) e f(x). 
Sejam F e G funções diferenciáveis tais que 

F3-5 P()=3 FM=2 

G3)=7 С(3)=6 G(7) = 0 
Se H(x) = F(G(x)), encontre H (3). 


Seja F(x) = 4/1 + 3x. 

(a) Encontre o domínio e a imagem de F. 

(b) Encontre a equação reduzida da reta tangente ao gráfico de Fem x = 5. 

(c) Encontre as coordenadas do(s) ponto(s) sobre o gráfico de F tal(is) que a reta normal no(s) mesmo(s) é paralela 


à reta 4x + 3y - 1. 


Determine as dimensões do retângulo de maior área que pode ser inscrito em um semicírculo de raio | se um lado do re- 
tângulo está sobre o diâmetro. 


Prove o Teorema 15.1: Se fé contínua em a c g é contínua em а), prove que g e f é contínua em a. [Sugestão: Pa- 


ra € > O arbitrário, seja б, > O tal que |g(u) - g(f(ay)| < € sempre que |u — f(a)] < 6,. Então escolha 8 > 0 tal que 
16) — fa) «o, sempre que |x - a] < $] 


Prove que x"* é diferenciável. [Sugestão: Basta mostrar que f(x) =x! (k > 1) € diferenciável.] Proceda da seguinte 
maneira: 


(1) Por simples multiplicação, estabeleça que 


a 0 = (a — Ба! ab bab? + py) 
ou 

desi 1 

a -b d rd b+r E 


(2) Substitua a = (x + В)! e b = x! no passo (1): 


(x + А) ху " H 
h E (x + hy y (x + gy Dey |... 4 (x + h) x DIR х Di 


(3) Faça h 0 no passo (2). 


Demonstre a regra da cadeia (Teorema 15.3): (g o f(x) = g(f(x))f'(), onde fé diferenciável em x e g é diferenciável 


em f(x). (Sugestão: Seja Н = д o f. Sejam y = fix) e K = Дх + h) — Дх). Seja ainda G(t) = оарои — 9 (у) para 


1 0. Como lim G(t) = 0, faça G(0) = 0. Logo, g(y + t) - g(y) = ((С(ї) + g (y) vale para todo t. Quando t = К, 


1>0 


00 + К) — 90) = K(G(K) + (у) 
Gt + K) — a 69) = KIK) + 9) 


Logo, 
Hæ +h- н) К 
O К (ag + дуу 
Mas lim £ tim ЕЮ) o Como lim K = 0, lim GK) = 0. 


h>0 *>0 h h=0 h>0 


Portanto, H'(x) = gOS) = CNC] 


hou 


Capítulo 16 


Derivação Implícita 


— —_ ————> —a— 21 


Uma função é geralmente definida explicitamente por meio de uma fórmula. 
Exemplos 


@) fod="-x+2 0) fosa (© fas sex>1 


—x sex<l 


No entanto, ás vezes o valor у = f(x) não é dado por uma fórmula direta. 
Exemplos 


(a) Aequacio j^ —x 20 implicitamente determina y como uma função de x. N 
q y ) M 


esse caso, podemos isolar y expli- 
citamente, 


у =х o y=Yx 
e 
é 


(b) Aequacáo у? + 12y? + 48y — 8x + 64 = 0 é satisfeita quando y = 23x - 


4, mas nào é fácil encontrar es- 
sa solução. Em casos mais complicados, será im possível encontrar uma fórmul 
É 


à para y em termos de x. 
| (с) A equação x? + у? = 1 implicitamente determina duas funções de x, 


J=Yl=- e y=-"A-x 

A questão sobre quantas funções uma equa 

plicada para ser abordada aqui. Devemos nos 1 
determinadas implicitamente por equações. 


ção determina e sobre as propriedades dessas funções é muito com- 
imitar a aprender um método para encontrar as derivadas de funções 


Exemplo  Encontremos a derivada de uma função 
rada uma função de x, 
derivada, 


y determinada pela equação x? + y? = 4, Como y é conside- 
os dois lados da equação representam a mesma função de xe, assim, devem ter a mesma 
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р? + y”) = 54) 
2x + 2yD,y —0 [реја терга da cadeia para potências] 


2yD, y = —2x 
2x x 
E С. 


Portanto, Р, y foi obtida em termos de x e y. Às vezes essa é toda a informação que podemos precisar. Por exemplo, 


se queremos conhecer o coeficiente angular da reta tangente ao gráfico de x? + у? = 4 no ponto (Ya, 1), entáo es- 
se coeficiente angular é a derivada 


second 


O processo pelo qual D, y foi calculada, sem primeiramente isolar y, é chamado de derivação implícita. 


Observe que a equação dada poderia, nesse caso, ser resolvida como 


у= t/4-x 
e, a partir disso, poderia ser usada a regra da cadeia para potências, 


Day= р x3") = +}@ — x9) "D, — x?) 
-x x 


1 
= + (2х) = + 
2/4 -= х? JA-x! FA- 


Problemas Resolvidos 


16.1 Considere a curva 3x? — xy + 4y? = 141. 


(a) Encontre uma fórmula em termos de x e y para o coeficiente angular da reta tangente em qualquer ponto (х,у) 
da curva. 


(b) Escreva a equação reduzida da reta tangente à curva no ponto (1, 6). 


(c) Encontre as coordenadas de todos os outros pontos sobre a curva nos quais o coeficiente angular da reta tan- 
gente é o mesmo da reta tangente em (1, 6). 


(a) Podemos considerar que y é alguma função de x tal que 3x? — xy + 4y? = 141. Logo, 


DBX? — xy + 4y?) = D,(141) 
6x — Ddxy) + р,(4)?) = 0 


dy dy 
6х | х +у +1 —-0 
X («2+› Jo? 


dy dy 
тх 87 5 y— 6х 
dy 
-x+8y=y— 
(+ 8y) -y-6x 
dy y-6x 
dx 8y-x 


que é o coeficiente angular da reta tangente em (x, y). 


(b) О coeficiente angular da reta tangente em (1, 6) é obtido pela substituição de x por 1 e de y por 6 no resultado do 
item (a). Logo, o coeficiente angular é 


6-61) 6-6 0 


e a equação reduzida é y = b = 6. 


f 


OM m memo 
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© 
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e 
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(c) Se (х,у) é um ponto sobre a curva onde a reta tangente tem coeficiente angular 0, então, 
— 6x 

y =0 
8y— x 


ou y-6x=0 ou y=6x 
Substitua y por 6x na equação da curva, 


3x? — x(6x) + 4(6x)? = 141 
3x! — 6x? + 144x? = 141 


141x? = 141 
p=] 
х= +1 


Portanto, (— 1,- 6) é outro ponto no qual o coeficiente angular da reta tangente é zero. 


16.2 Se у = f(x) é uma função que satisfaz a equação х?у? — 2x + y? = 36, encontre uma fórmula para a derivada 
dyldx. 


D,o8y! — 2x + уЗ) = D,(36) 
Doy!) — 2D.) + D4y)=0 


ian х А E а, 
5,9?) + угра) - zt) 43у: 2 -0 


4 4 
{> z) + yx!) - 24 3y? 2 =0 
» 


(2х3у + Зу?) 2 = 2 — 3x?y? 


dy 2—3х?у? 


dx 2x3y + Зу? 


163 Se у = f(x) é uma função diferenciável satisfazendo a equação x^y? — 5ху? — 4y = 4 ese Д3) = 2, determine o 
coeficiente angular da reta tangente ao gráfico de fno ponto (3, 2). 


D, y! — 5xy! — 4y) = D.) 
yy) + yx) — Syy) + y?) - 4 =0 
3х?у?у' + 2xy? — хуу — 5y? — 4y 20 


Substitua x por 3 e y por 2, 


108y' + 48 — 60у — 20 4 =0 
44y +28=0 


Desse modo, o coeficiente angular da reta tangente em (3, 2) É D 


Problemas Complementares 


16.4 (a) Encontre uma fórmula para o coeficiente angular da reta tangente à curva x? — xy + y? = 12 em qualquer ponto 
(x,y). Além disso, encontre as coordenadas de todos os pontos na curva onde a reta tangente é: (b) horizontal: (c) vertical. 


16.5 Considere a hipérbole 5x? — 2y? = 130. 


(a) Determine uma fórmula para o coeficiente angular da reta tangente a essa hipérbole em (xy). 
(b) Para qual(is) valor(es) de k que a reta x — 3y + К = O será normal à hipérbole no ponto de interseção? 
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16.6 Calcule y' por derivação implícita. 


2x + y 1a 

2 E С рм d -+-= 

(a) x+y 225 b) x у (c) ES H 

O Yi+jr=1 Ө -Psw () -y= 
ey € n a Xt 

O tgl 0 »ey-m (== 


16.7 Use derivação implícita para encontrar a equação reduzida da reta tangente no ponto indicado. 


2 3 
(a) y – xy = 2 ет (3,2) (b) Z+ y =1 em (2 ~) 


(с) (у=) + у= ху + 7 ет (1,2) (d х – у? = 7ху em (4,2) 


(е) 4ху2 + 98 = 2х* — yt ет (3,2) (0 4x —xy-2y =1 ет (1,1) 


У-у з 3 
1-93 7* em (1,-1) () 2у = ху? + 2х° — 3 ет (1,-1) 


(8) 
16.8 Use derivação implícita para encontrar а equação reduzida da reta normal no ponto indicado. 

(а) у?х+2у=х? em (2,1) (b)  2x°y +2y* — x* = 2 em (2,1) 

(с) y/x— »/p= 12 em (9,16) (d) x+7)=25em(3,4) 


16.9 Use derivação implícita para encontrar o coeficiente angular da reta tangente ao gráfico de у = 4/1 — J1—x em 


х = та. [Sugestão: Elimine as raízes elevando ao quadrado duas vezes.] 
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: 17.1 TEOREMA DE ROLLE E O TEOREMA DO VALOR MÉDIO 

P & Consideremos uma função f que é contínua sobre um intervalo fechado [a,b] e diferenciável em todos os pontos do 
od intervalo aberto (a, Б). Suponhamos também que fa) = ДЬ) = 0. Gráficos de alguns exemplos de funções desse ti- 
€ po são exibidos na Fig. 17-1. Parece claro que sempre deve haver algum ponto entre x=a e x — b no qual a reta tan- 
€ gente é horizontal e, portanto, onde a derivada de fé O. 

C 

€ 

€ 

C 

e 

e 

© 

e Fig. 17-1 

e | 

© Teorema 17-1 (Teorema de КоПе): Se fé contínua em um intervalo fechado [a,b], diferenciável no intervalo 


aberto (a, b) e se (а) = f(b) = 0, então existe pelo menos um ponto c em (a, b) tal que f'(c) =0. 
Ver Problema 17.6 para a demonstração. 


o 


e O teorema de Rolle nos permite demonstrar o seguinte teorema básico (que é também chamado de lei do valor 
РА médio para derivadas). 
e Teorema 17-2 (Teorema do Valor Médio); Seja f contínua no intervalo fechado [а, D] e diferenciável no inter- 
à valo aberto (a, b). Então existe um ponto c no intervalo aberto (a, b) tal que 
| e ID ЛӘ 
Pós. 
-g 


Para uma demonstração, ver Problema 17.7. 


ту (Ту "ү mn 


| 


INTRODUÇÃO AO CÁLCULO 


Exemplo Em termos gráficos, o teorema do valor médio estabelece que em algum ponto ao longo de um arco de 
uma curva, a reta tangente é paralela à reta que conecta o ponto inicial e o ponto final do arco. Isso pode ser visto na 
Fig. 17-2, onde há três pontos (c,, с, е с) entre a e b nos quais o coeficiente angular / (с) da reta tangente ao gráfico é 


igual ao coeficiente angular da reta AB, fo cito, 
—a 


Fig. 17-2 


17.2 OSINAL DA DERIVADA 


Uma função fé dita crescente em um conjunto sf se, para quaisquer и e v em sf, u < v implica que fu) < Ду). Ana- 
logamente, fé decrescente em um conjunto sí se, para quaisquer u e v em sf, u < v implica que flu) > ДУ). 

Naturalmente, em um dado conjunto, uma função não é necessariamente crescente ou decrescente (ver Fig. 
17-3). 


(а) Crescente (b) Decrescente (c) Mista 
Fig. 17-3 


Teorema 17-3 — Sef'(x) > 0 para todo x no intervalo aberto (a, Б), então fé crescente em (a, D). Se f(x) < О pa- 
ra todo x em (a, b), então fé decrescente em (a, b). 
Para a demonstração, ver Problema 17.8. A recíproca do Teorema 17.3 não vale. De fato, a função f(x) =x é 
diferenciável e crescente em (-1, 1) — e em toda a reta — mas f'(x) = Зх é zeroemx=0 [ver Fig. 7-3(5)]. 
A próxima propriedade importante de funções contínuas será freqüentemente útil. 


Teorema 17-4 — (Teorema do Valor Intermediário): Seja f uma função contínua em um intervalo fechado [a, 
b] com fla) + tb). Então qualquer número entre fa) e b) é o valor de f para algum ponto en- 
 trea0eb. 

Apesar do Teorema 17.4 não ser elementar, seu enunciado é intuitivamente óbvio. A função não poderia “sal- 
tar” um valor intermediário a menos que existisse uma quebra no gráfico; ou seja, a menos que a função fosse des- 
contínua. Como ilustrado na Fig. 17-4, uma função f que satisfaz o Teorema 17.4 pode também assumir valores que 
não estão entre fa) e ftb). Provamos no Problema 17.9: 
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d 
€ 
C 


€ Fig. 17-4 
€ 
e Corolário 17-5 Se fé uma função contínua com domínio [a, b], então a imagem de f é um intervalo fechado ou 
Ea um ponto . 
e 
e Problemas Resolvidos 
e г 
Є ITA Verifique o teorema de Rolle pára ДУ) =X" 232 2x4 3 no intervalo [1, 3]. 
€ fé diferenciável em todos os pontos e, portanto, é também contínua. Além disso, 
Е f(0-QP —319 —t43-1-3-143-0 
e fB =B) - 38 —343227—21—3 43-0 
é 
a de modo que todas as hipóteses do teorema de Rolle são satisfeitas. Deve, portanto, haver algum c em (1,3) no qual / (с) = 0. 
€: Mas, pela fórmula quadrática, as raízes de //(x) = 3 — 6x— 1 = 0 são 
€ 
; 654/6 — 430—1) 6+,/36+12 64/48 64163 
zi 23) = 6 76 6 
6+4/3 2 
De CES yA 
€ Considere araizc=1+ 24/3. Сото /3,<3 


2 2 
1<1+3y3<1+7(3)=1+2=3 
Portanto, c está em (1, 3) e (с) = 0. 


17.2 Verifique o teorema do valor médio para f(x) = x" — 6 — 4x + 30 no intervalo [4, 6]. 
fé diferenciável e, portanto, contínua em todo x. 
f(6) = (60? — 6(6)? — 4(6) + 30 = 216 — 216 24+30=6 
/@ = 4 — 64) — 4(4) + 30 = 64 — 96 — 16 + 30 = —18 
logo, 
f9-f s-(oi9 м 
6—4 6—4 2 
Devemos, portanto, encontrar algum c em (4, 6) tal que f (c) = 12. 
Mas, f(x) = 3^ — 12x 4 de forma que c será uma solução de 


3х2 — 12х—4=12 ou 3х2 — 12х – 16= 0 


Pela fórmula quadrática, 
y BEY BIO 12+ 144 + 192 12+,/336 
23) Е 6 mE 


к ше оруй 


6 


* N.deT: Alguns autores se referem a pontos como intervalos fechados degenerados, ou seja, da forma [a, a]. 


€ 
€ 
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173 


174 


17.5 


17.6 


Escolha c=2 + 2/21. Como4 < 4/21 «5, 


8 2 2 2 
4<2+5=243(0<2474/21<245(9<244=6 
Assim, с está em (4, 6) ef(c) = 12. 


Determine quando a função f(x) =x" — 6x + 9x + 2 é crescente e quando é decrescente e esboce seu gráfico. 
Temos f^Q) = 32? - 12х +9 = 307 -4x +3) = 3(х — 1) (х— 3). Os pontos cruciais são 1 e 3 [ver Fig. 17-5(a)]. 
(i) Quando x < 1, ambos (x- 1) e (x — 3) são negativos e assim f(x) > Оет ( eo, 1). 
(ii) Quando x se move de (= e», 1) para (1, 3), o fator (x - 1) muda de negativo para positivo, mas (x — 3) permanece ne- 
gativo. Logo, f'(x) « 0 em (1, 3). 
(iii) Quando x se move de (1, 3) para (3, оо), (x 3) muda de negativo para positivo, mas (x ~ 1) se mantém positivo. Lo- 
go, f(x) > Оет (3, e). 


Assim, pelo Teorema 17.3, f é crescente para x < 1, decrescente para 1 < x « 3 e crescente para x > 3. Observe que 
Қ) =6/3) =3, lim Л) =+ә e lim fo)=-<o . Um esboço aproximado do gráfico é exibido na Fig. 17-5(b). 


xe x70 


(a) 


Fig. 17-5 


Verifique o teorema de Rolle para f(x) = 2f — 8х? + бл х + 63^ 11x+6em [1, 3]. 
fé diferenciável em todos os pontos e 
1) =2-8+6-1+6-1+6=0 
SB) = 1458 — 1944 + 486 — 27 + 54 – 33 +6 =0 


É difícil determinar um valor de x em (1,3) no qual 
Jx) = 12x5 — 40x* + 24x? — 3x! + 12x — 11 = 0 


No entanto, f(x) é ela própria uma função contínua tal que 
F()=12-40+24-3+12-11=-6<0 
Л'(3) = 2916 — 3240 + 648 — 27 + 36 — 11 =322>0 


Logo, o teorema do valor intermediário nos garante que deve existir algum número c entre 1 e 3 no qual f'(c) = 0. 


Mostre que f(x) = 2x + x — 4 =0 admite exatamente uma solução real. 


Como f(0) = —4 е (2) = 162-4 = 14, o teorema do valor intermediário garante que f tem um zero entre 0 e 2 o 
qual denotamos por xp. 


Como f(x) = é +1>0, fa) é crescente em todo o seu domínio (Teorema 17.3). Portanto, quando x > x,, f(x) > 0; 
e quando x < x, f(x) < 0. Em outras palavras, não existe outro zero além de Xp 
Prove o teorema de Rolle (Teorema 17.1). 


Casol: fix) = 0 para todo x em [a, b]. Então f'(x) = 0 para todo x em (a, b), uma vez que a derivada de uma funcáo cons- 
tante 60. 


“Caso 2: fx) > б para algum x em (a, b). Logo, pelo teorema do valor extremo (Teorema 14.2), existe um máximo abso- 


luto de fem [a, b] e deve ser positivo [já que fx) > O para algum x em (a, b)]. Como fla) = f(b) = 0, o máximo é atingido 


a ele s 


] 


t 


y m, fy 
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17.7 


17.8 


17.9 


em algum ponto c no intervalo aberto (a,b). Desse modo, o máximo absoluto é também um máximo relativo e, pelo Tco- 
rema 14.1, f'(c) = 0. 


Caso 3: f(x) < 0 para algum x em (a, b). Seja g(x) = — f(x). Então, pelo Caso 2, g'(c) = О para algum c em (a, Б). Conse- 
qüentemente, f'(c) = — g (c) = 0. 


Prove o teorema do valor médio (Teorema 17.2). 
Seja 


о = fe) - 20-10 6916) 


Então g é contínua sobre [a, b] e diferenciável em (a, b). Além disso, 


«à - f) - LL a a f rio) - 0 - fi) =0 
«9 - f - 9019 6 — да 0) — 60) - ft) ла 


=fb) — f( + а) — f(a) =0 


Pelo teorema de. Rolle, aplicado em e, existe c. em (a,b) tal.que.g (c) —.0.. Mas, 


s-r- 
E 
logo, 
b) — b) — 
ойда 0209 qu ÃO 


Demonstre o Teorema 17.3 


Considere que f(x) > 0 para todo x em (a, b) e quea < u < v < b. Devemos mostrar que fu) < flv). Pelo teorema 
do valor médio, aplicado a /по intervalo fechado [u, v), existe um número c em (u, v) tal que 


_J0-10 


vu 


Fo) Fo) — f) = (90 — и) 
Mas /'(с) > 0 e v ~ и> 0: logo, fv) — fu) > 0, Ди) < ftv). 
О caso f(x) < 0 é analisado de maneira semelhante. 


Prove o Corolário 17.5. 


Pelo teorema do valor extremo, f tem um valor máximo absoluto f(d) em algum argumento d em [a, b] c um valor 
mínimo absoluto Дес) em algum argumento c em [a, b]. Se ftc) = fid) = k, então fé constante cm [a, D] e sua imagem é for- 
mada apenas pelo ponto k. Se (c) = fid), então o teorema do valor intermediário, aplicado ao subintervalo fechado delimi- 
tado por de c, garante que f assume qualquer valor entre ftc) e Да). A imagem de fé então o intervalo fechado [/(с), Да)] 
(que inclui os valores assumidos naquela parte de [a, b] que está fora do subintervalo). 


Problemas Complementares 


17.10 


Determine se as hipóteses do teorema de Rolle valem para cada função fe, se for o caso, verifique a conclusão do 
teorema. 


(а) fo)=x?-2x-3em[-1,3] (b Ло) = х5 — x em [0, 1] 
() Јо) = 9х — 4x em [—2, 2] 4) Хб) =x? 3x? + x Tem [L 1 4/2] 
x? -— 2x? — 5x46 


Ее 6 an sq a ве A pag 
x-1 —6 sex=1 
2 
NS f sp 
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17.11 


17.12 


17.13 


17.14 


17.15 


17.16 


17.17 


17.18 


17.19 


17.20 


Verifique que as hipóteses do teorema do valor médio valem para cada função f no intervalo dado e encontre um va- 
lor c satisfazendo a conclusão do teorema. 


(а) $6)=2x+3 em [1,4] (D Л) = 3х2 5х 4 Lem р, 5] 
(с) f(x) = x? em [0, 16] (а Fo) = = em [1,3] 


() flix) = 4/25 — х? em [—3, 4] (f) Л) = : em [0, 2] 


x—4 


Determine onde a função f é crescente e onde é decrescente. Então esboce o gráfico de f. 


@ Ло) = 3x1 @ fi)=-2+2 O Ло) = 4047 
@ удф=1-4-›° © дә 0 
() Јо) = х5 9х2 413-3 (h fee x +1 O У) =x- 122420 


Seja fuma função diferenciável tal que f(x) 40 para todo x no intervalo aberto (а, b). Prove que existe no máximo 
um zero de f(x) em (a, b). [Sugestão: Suponha, por absurdo”, que c e d são dois zeros def, cona«c«d «be apli- 
que o teorema de Rolle no intervalo [c, d].] 


Considere o polinômio f(x) = 52" - 227 + 3x—4. e 
(a) Mostre que f tem um zero entre 0 e 1. 
(b) Mostre que f admite apenas um zero real. [Sugestáo: Use o Problema 17.13.] 


Considere que fé contínua sobre [0,1] e assuma que f(0) = (1). Qual(is) das seguintes sentenças deve(m) ser ver- 
dadeira(s)? 

(a) Seftem um máximo absoluto em c pertencente a (0, 1), então f'(c) = 0. 

(b) f'existe em (0, 1). 

(c) f'(c)- 0 para algum c em (0, 1). 

(d) lim f(x) = ftc) para todo c em (0, 1). 


хес 


(е) ftem um máximo absoluto em algum ponto с de (0,1). 


Seja fe g funções diferenciáveis. 

(а) Sefa)= g(a) e fb) = g(b), onde a < b, mostre que f'(c) = 8'(с) para algum c em (a, b). 

(b Sefa) ga) ef’) > 8'(x) para todo x, mostre que f(x) > g(x) para todo x > a. 

(c) Sef’ (x) > gx) para todo x, mostre que os gráficos de f e g se interceptam no máximo uma vez. [Sugestão: em ca- 
da parte, aplique o teorema apropriado para a função h(x) = Дх) — g(1).] 

Seja fuma função diferenciável em um intervalo aberto (a,b). 

(a) Sefécrescente em (a, b), prove que f(x) > 0 para todo x em (a, b). 
[Sugestão: Use lim It n- fe) 

ho0* 


(b) Sefédecrescente em (a, b), prove que f(x) < 0 para todo x em (a, b). 


eo Problema 9.10(a).] 


O teorema do valor médio prevé a existéncia de qual ponto do gráfico de y= EA entre (27, 3) e (125, 5)? 


(Teorema de Rolle generalizado) Assuma que fé contínua em fa, b] e diferenciável em (a,b). Se fa) = fb), prove 
que existe um ponto c em (a, b) tal que f'(c) = 0. [Sugestão: Aplique o teorema de Rolle рага р(х) = Хх) – f(a).] 


Sejam Дх) = » 4x +4хе g(x) = 1 para todo x. 

(a) Encontre a intercessão dos gráficos de fe g. 

(b) Determine os zeros de f. 

(c) Se o domínio de f é restrito ao intervalo fechado [0, 3], qual seria a imagem de f? 


* N.deT: Suporalgo por absurdo significa supor uma hipótese que mais tarde se verificará conduzir a uma contradição. 


é 


f 
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( 
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17.21 


17.22 
17.23 
17.24 


17.25 


17.26 


Prove que $x' — 6 — 2x + 1 tem um zero entre 0 e 1. [Sugestüo: Aplique o teorema de Rolle para a função 
2x - 2X -x +21] 


Mostre que x + 2х — 5 = 0 tem exatamente uma raiz real. 
Prove que a equação х“ +x = | tem pelo menos uma solução no intervalo [0, 1]. 


Encontre um ponto do gráfico de y = x" x+3, entre x= 1 e x - 2, onde a reta tangente é paralela à reta que conec- 
ta (1, 5)e (2, 9). 


(а) Mostre que f(x) = x^ 5 — 1 tem exatamente um zero real. 
(b) [CG] Localize o zero real de x” + 5 1 com aproximação de uma casa decimal. 


4 H : H Ж. x d 4 
(а) [CG] Use uma calculadora gráfica para estimar os intervalos nos quais a função fu) = x Зл + x 4 é cres- 
cente e os intervalos nos quais é decrescente. 


(b) О mesmo que foi pedido no item (a), mas para a função f(x) = x! - 2: 4 x - 2. 


Capítulo 18 


Movimento Retilíneo e Velocidade 
Instantânea 


Movimento retilíneo é o movimento ao longo de uma linha reta. Considere, por exemplo, um automóvel moven- 
do-se ao longo de uma estrada reta. Podemos imaginar um sistema de coordenadas colocado sobre a reta conten- 
do a estrada (ver Fig. 18-1). (Em muitas auto-estradas existe na verdade um sistema de coordenadas com marca- 
dores ao longo da beira da estrada indicando a distância de um extremo da estrada.) Se s designa a coordenada 
do automóvel e t denota tempo, então o movimento do automóvel é dado expressando s, sua posição, como uma 
função de t: s = 0). 


Fig. 18-1 


O velocímetro indica quão rápido o automóvel está se movendo. Como a leitura do velocímetro geralmente va- 
ria bastante, é claro que o velocímetro indica a rapidez com que o carro está se movendo no momento em que é li- 
do. Vamos analisar essa noção para encontrar o conceito matemático que está por trás disso. 

Se o automóvel se move de acordo com a equação s = ff), sua posição no instante г é f(r), e no instante г + h, 
muito próximo de 1, sua posição é flr + h). A distância! entre sua posição no instante г e sua posição em t+ h é ft + 
h) -AÀ (que pode ser negativa). O tempo decorrido entre t e £+ h é h. Logo, a velocidade média durante esse inter- 
valo de tempo é 


ft +) -fÀ 
h 


(Velocidade média = deslocamento + tempo.) Mas quando o tempo decorrido h se aproxima de 0, a velocidade mé- 
dia se aproxima daquilo que intuitivamente imaginamos como a velocidade instantánea v no instante г. Portanto, 


vo tim EDO 
no В 


Em outras palavras, a velocidade instantánea v é a derivada f(1). 


Mais precisamente, o deslocamento, uma vez que pode ser positivo, negativo ou zero. 


EN 
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Exemplos 

(a) А altura s de uma coluna de água é observada seguindo a lei s = (1) = 31 + 2. Portanto, a velocidade instantánea 
v notopo é (0 = 3. 

(b) А posição s de um automóvel ao longo de uma rodovia é dada por s = A) = f — 2r. Logo, sua velocidade instan- 
táneaé р = f'(r) = 2t — 2. No instante г —3, sua velocidade v é2(3) - 2 —4. 

O sinal da velocidade instantánea v indica a direção na qual o objeto está se movendo. Se v = ds/dt > 0 em um 
intervalo de tempo, o Teorema 17.3 nos diz que s é crescente naquele intervalo. Portanto, se o eixo s é horizontal e 
direcionado para a direita, como na Fig. 18-2(a), então o objeto está se movendo para a direita; mas se o eixos é 
vertical e dirigido para cima, como na Fig. 18-2(b), então o objeto está se movendo para cima. 


5 


qx. A A 0 
е o 1 5 
(a) (b) 
Fig. 18-2 


Por outro lado, se v = ds/dt « 0 em um intervalo de tempo, então s deve ser decrescente naquele intervalo. Na Fig. 
18-2(a), o objeto estaria se movendo para a esquerda (na direção decrescente de s); na Fig. 18-2(b), o objeto esta- 
ria se movendo para baixo. 

Uma conseqüéncia desses fatos é que em um instante t quando um objeto movendo-se continuamente muda а 
direção, sua velocidade instantânea v deve ser O. Pois se v fosse, digamos, positiva em 1, seria positiva em um pe- 
queno intervalo de tempo em torno de t; o objeto estaria portanto se movendo na mesma direção um pouco antes e 
um pouco depois de г. Ou, em outros termos, uma mudança na direção significa um extremo relativo de s, que por 
sua vez implica (Teorema 14.1) em ds/dt=0. 


Exemplo Um objeto se move ao longo de uma reta como indicado na Fig. 18-3(a). Na forma de função, 
s=f()=(t+2) [sem metros, t em segundos] 
como representado na Fig. 18-3(5). A velocidade instantánea do objeto é 
v=f'(t) = Ut +2) [metros por segundo] 


Para 1+2<00u t <-2, v é negativa e o objeto está se movendo para a esquerda; para 1+2>00u/>-2, 4 é posi- 
tiva e o objeto está se movendo para a direita. O objeto muda de direção em t = -2, e nesse instante v = 0. [Observe 


que ft) tem um mínimo relativo em (= ~ 2.] 
t=-3 l=-4 
(O do e 
zt 
U p е р age o gem O T 
t= —0,5 =0 t=1 
(a) 


Fig. 18-3 
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Queda Livre 


Considere um objeto que foi arremessado na vertical para cima ou para baixo, ou foi largado do repouso, e que so- 
fre apenas a atração gravitacional da Terra. O consegiiente movimento retilíneo é chamado de queda livre. 

Consideremos um sistema de coordenadas sobre a reta vertical ao longo da qual o objeto se move, tal que o ei- 
xo s é orientado para cima, a partir da Terra, com s = O localizado na superfície da Terra (Fig. 18-4). 


S 


terra [] A^ 


Fig. 18-4 


Então a equação de queda livre é 
S = So + vot — 162 (18.1) 


Onde s é medido em pés e t em segundos”. Aqui So € Vo SãO, respectivamente, a posição (altura) e a velocidade do~ 
objeto no instante г = 0. A velocidade instantánea y é obtida derivando (18.1), 


ds 
v= a vo — 32t (18.2) 
Exemplos 


(a) Етг=0, uma pedra é solta a partir do repouso do alto de um prédio de 256 pés de altura. Quando e com qual 


velocidade que ela atinge o solo? 
Com 5,=256е v, — 0, (18.1) fica = 256 — 162 e o momento em que atinge o solo é dado pela solução de 


0= 256 — 161? 
16t? = 256 
= lo 


= +4 segundos 


Já que estamos assumindo que o movimento ocorre quando : 2 0, a única solução é t = 4 segundos. 
A equação da velocidade (18.2) é р = – 321 e, assim, para t = 4, 


v = —32(4) = — 128 pés por segundo 


O sinal negativo indica que a pedra move-se para baixo quando atinge o solo. 


aa AS EA RA ERA AAA EI 
ÁLGEBRA X pés por segundo = 60x pés por minutos 


= 60(60x) pés por hora 
3600x 


= milhas por hora 


15 
= 5 x milhas por hora 


Por exemplo, 128 pés por segundo = 33 (128) = 87 milhas por hora. 
AAA A A NEN 
(b) Um foguete é disparado verticalmente do solo com uma velocidade inicial de 96 pés por segundo. Quando o fo- 
guete atinge sua altura máxima e qual é essa altura máxima? 
Com s,=0 e vo =96, (18.1) e (18.2) ficam 
ds 


s=96 -16 е v =— = 96 — 32t 
dt 


7 Sea posição é medida em metros, a equação ficas s = s, + vol ~ 4,91 
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Em um valor máximo, ou ponto de retorno, v = 0. Assim, 


0 = 96 — 32t 
321 = 96 
t=3 


Portanto, leva 3 segundos para o foguete atingir sua altura máxima, que é 
s = 96(3) — 16(3)? = 288 — 16(9) = 288 — 144 = 144 pés 


(c) Quando o foguete do item (a) atinge o solo? 
Basta fazer s = 0 na equação de queda livre (18.1), 


0 = 96t — 16:2 
0-6:—1^ [divida por 16] 
O = t(6 — t) 


da qual = 0 ou г = 6. Logo, o foguete atinge o solo novamente depois de 6 segundos. 

Observe que o foguete subiu em 3 segundos até sua altura máxima, e então levou mais 3 segundos para cair 
de volta ao solo. Em geral, o vôo para cima do ponto P ao ponto Q levará exatamente o mesmo tempo que o 
vôo para baixo de Q a P. Além disso, o foguete retornará com a mesma velocidade (em magnitude) que tinha 
ao deixar o solo. 


Problemas Resolvidos 


18.1 Uma pedra é arremessada para baixo do alto de uma torre de 80 pés. Se a velocidade inicial é de 64 pés por segun- 
do, quanto tempo leva para atingir o solo e com que velocidade atinge o solo? 


Aqui s; = 80 e vg =- 64. (O sinal negativo para v, indica que o objeto está se movendo para baixo.) Logo, 


s=80— 64—16? с LI 


LT т ту тт отот т ту бэ ту ту тут 


A pedra atinge o solo quando s = 0, 


( 0 = 80 — 64 — 161? 
0=12 +45 [divida por — 16] 
0 — (t + 5t — 1) 
t+5= 0 ou t-1=0 
т=—5 ou t=1 


00606 


Como o tempo de queda deve ser positivo, г = 1 segundo. A velocidade v quando a pedra atinge o solo é 


v1) = —64—3X1) = —64— 32 = 96 pés por segundo 


De acordo com (18.3), 96 pés por segundo = 5 (96) = 65 5 milhas por hora. 


e 18.2 Um foguete, é disparado em linha reta para cima a partir do solo e alcança uma altura de 256 pés depois de 2 se- 
e gundos. Qual era sua velocidade inicial, qual será sua altura máxima e quando alcançará sua altura máxima? 
e Como s, — 0, 
£ ds 
j s=vt—16? е v = — = vo — 32t 
( o de? 


Quando г= 2, s = 256, 


256 = vo(2) — 16(2)? 


256 = 2», — 64 
320 = 2v, 
é 160 = vo 


A velocidade inicial foi de 160 pés por segundo, de modo que 


s = 160: — 161? с v = 160 — 321 
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Para determinar o momento quando a altura máxima é atingida, faça v = 0, 
0 = 160 – 32t 
321 = 160 
t = 5 segundos 
Para encontrar a altura máxima, substitua f = 5 na fórmula paras, 
s = 160(5) — 16(5) = 800 — 16(25) = 800 — 400 = 400 pés 


18.3 Um carro se move ao longo de uma estrada reta de acordo com a equação 
s = f(t) 228 — 31? — 12t 


Descreva seu movimento indicando quando e onde o carro está se movendo para a direita e quando e onde está se moven- 


o para a esquerda. Quando o carro está em repouso? 
Temos v=f()=6 — 6t — 12 = Kt — t — 2) = 6(t — 2Xt + 1). Os pontos chaves são t=2 et =- 1 (ver Fig. 


8-5). 
+ - * 
mu luce 
«4 2 t 
Fig. 18-5 


(i)... Quando 1.7.2, 1 —2.€.£- 1 são positivos. Assim, y > 0 e o carro está se movendo para a direita. 

(1) Quando г se move de (2, oo), em t = 2, para (— 1, 2), o sinal de / — 2 muda, mas o sinal de t+ 1 permanece o mesmo. 
Logo, v muda de positivo para negativo. Portanto, para — 1 « t « 2, о carro está se movendo para a esquerda. 

(iii) Quando se move em = 1 de (= 1, 2) para (— оо, — 1) o sinal de ¡+ 1 muda mas o sinal de 1 - 2 permanece o mes- 
mo. Logo, v muda do negativo para positivo. Assim, o carro está se movendo para a direita quanto г < — 1. 

Quando 1=-1, 


s= A-1P = 3-1)? – 120—1) = -2-3+12=7 
Quando 1=2 
s = 22) — 3(2)? — 120) = 16 — 12 — 24 = —20 


Portanto, o carro se move para a direita até, em /  —1, alcançar s = 7, onde muda a direção e se move para a esquerda até, 
em £=2, alcançar s =- 20, onde muda de direção novamente e mantém o movimento para a direita sempre (ver Fig. 18-6). 


Fig. 18-6 


O carro nunca está em repouso. Faz sentido falar sobre o carro estar em repouso somente quando a posição do carro é 
constante durante um intervalo do tempo (não apenas em um único ponto). Em tal caso, a velocidade seria zero em um in- 


tervalo todo. 


Problemas Complementares 


18.4 (a) Seumobjeto é largado a partir do repouso de uma dada altura, mostre que, após г segundos, percorreu 16 pés 
(assumindo que não tenha ainda atingido o solo). 
(b) Quantos segundos leva o objeto no item (a) para cair: (i) 1 pé; (11) 16 pés: (111) 64 pés; (iv) 100 pés? 


18.5 Uma pedra é largada em um poço que tem 256 pés de profundidade. Quando baterá no fundo do poço? 
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Assumindo que um andar de um prédio tem 10 pés, com qual velocidade, em milhas por hora, que um objeto aban- 
donado do alto do quadragésimo andar atinge o solo? 


Um foguete é lançado em linha reta para cima com uma velocidade inicial de 128 pés por segundo. 


(a) Quanto viajou em 1 segundo? Em 2 segundos? (5) Quando atinge sua altura máxima? (c) Qual é a sua altura máxima? 
(d) Quando atinge o solo? (e) Qual é sua velocidade quando atinge o solo? 


Uma rocha é lançada para baixo de uma altura de 480 pés com uma velocidade inicial de 16 pés por segundo. 

(a) Quanto tempo leva para atingir o solo? (b) Com qual velocidade que atinge o solo? (c) Quanto tempo demora até a pe- 
dra se mover com uma velocidade de 112 pés por segundo? (d) Quanto tempo demora a pedra para percorrer uma distân- 
cia de 60 pés? 


Um automóvel se move ao longo de uma rodovia reta, com sua posição dada por s = 128 – 18? +9 E [s em mi- 

Ihas, г em horas]. 2 

(а) Descreva o movimento do carro: quando está se movendo para a direita, quando se move рага a esquerda e onde e 
quando muda de direcáo. 

(b) Qual a distância percorrida em 1 hora дег= 0a t=1? 


A posição de um objeto se movendo sobre uma reta é dada pela fórmula s = (t — | Y(t- 5). 

(a) Quando o objeto está se movendo para a direita? (6) Quando está ве movendo pára à ésquerda? (е) Quando muda de 
direção? (d) Quando está em repouso? (e) Qual a maior distância percorrida para a esquerda a partir da origem? 

Uma partícula se move ao longo de uma reta de modo que sua posição s (em milhas) no instante + (em horas) é da- 
da por s = (4t - 1) - 1). 

(a) Quando a partícula está se movendo para a direita? (b) Quando a partícula está se movendo para a esquerda? (c) Quan- 


do muda de direção? (d) Quando a partícula está se movendo para a esquerda, qual é a velocidade instantânea máxima 
(em valor absoluto) que atinge? 


Uma partícula se move ao longo do eixo x de acordo com a equação x = 10r — 21. Qual é a distância total percorri- 
da pela partícula entre t=0e = 3? 


Um foguete foi lançado para cima a partir do solo. Qual deve ter sido a sua velocidade inicial se retornou para a Ter- 
ra em 20 segundos? 


Duas partículas se movem ao longo do eixo x. Suas posições Дт) e g(1) são dadas por fl) = 6t — Ре ()=г -4r. 


(a) Quando elas têm а mesma posição? (b) Quando têm a mesma velocidade? (c) Quando elas têm a mesma posição, es- 
tão se movendo na mesma direção? 


Uma pedra é largada e atinge o solo com uma velocidade de — 49 metros por segundo. (a) Quanto tempo levou pa- 
ra cair? (b) Determine a altura da qual foi abandonada. 


Uma bola é lançada verticalmente para cima do alto de uma torre de 96 pés. Dois segundos depois, a velocidade da 
bola é 16 pés por segundo. Determine: (a) a altura máxima que a bola atinge; (b) A velocidade da bola quando atin- 
geo solo. 


Capítulo 19 


Taxa de Variação Instantânea 


Uma quantidade y pode estar relacionada com outra quantidade x por uma função f. y = f(x). Uma variação no va- 
lor de x geralmente induz uma correspondente variação no valor de y. 


Exemplo Seja x o comprimento do lado de um cubo, e seja y o volume do cubo. Então y = х". No caso em que o 
lado tem comprimento x = 2 unidades, considere uma pequena variação Ax no comprimento. 


NOTAÇÃO Ах (leia-se "delta x") é o símbolo tradicional em cálculo para uma pequena variação em x. Ax é considerado como um úni- 
co símbolo, e ndo um produto de A com x. Nos capítulos anteriores, o papel de Ax frequentemente foi assumido pelo símbolo A. 


O novo volume será (2 + Ах)? e assim a variação no valor do volume é (2 + Ax)? — 2º. Essa variação em y ^ 
denotada tradicionalmente por Ay, 


Лу =(2+ Ax) — 23 


Mas o caminho natural para comparar a variação Ay de y сот a variação Ax de x é calcular a razão Ay/Ax. Es 
sa razão depende naturalmente de Ax, mas se fizermos Ax se aproximar de 0, então o limite de Ay/Ax definirá a ta- 
xa de variação instantânea de y em relação a x, quando x = 2. Temos (ÁLGEBRA, Problema 11.2) 

Ay = (2 + Ах)? — 22 = [QJ + 30Y (Ax)! + 32) (Ax? + (^x)*] — 23 
= DDAx + 6(Ax)? + (Ax)? = (Ах)(12 + 6Ax + (Ax)?) 


A 
Logo, Е = 12 + 6Ах + (Ах)? 
А 
e lim 2 = нп (124 64x + (4x) = 12 


лх-о АХ amo 


Logo, quando o lado é 2, a taxa de variação do volume em relação ao lado é 12. Isso significa que, para lado 
próximos a 2, a variação Ay do volume é aproximadamente 12 vezes a variação Ax do lado (já que Ay/Ax é próxi 
mo de 12). Vamos examinar alguns poucos casos numéricos. | 


Se Ах = 0,1, о novo lado x + Axé 2,1 е o novo volume é (2,1) - 9261. Assim, Ay =9,261-8=1,261e 


gg 


mae 


жү им; 
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Se Ax = 0,01, o novo lado x + Ax é 2,01 e o novo volume é (2,01) = 8,120601. Assim, Ду = 8120601 - 8 = 
0,120601 e 


Ay 0,120601 
Ax 001 


= 12,0601 


Se Ax = 0,001, um cálculo análogo resulta em 


dy = 12,006001 
Ax 


Vamos estender o resultado do exemplo acima de y = № para uma função arbitrária diferenciável у = f(x). Con- 
Sidere uma pequena variação Ax no valor do argumento x, O novo valor do argumento é então x + Ax, e o novo va- 
lor de y será f(x +,Ax). Logo, a variação Ay no valor da função é 


Ay = Дх + Ax) - fo) 
A razão entre a variação no valor da função e a variação no argumento é 


Ay _ flx + A) — f(x) 
Ax Ax 


A taxa de variação instantânea de y em relação a x é definida como 


lim Ау = lim feras = T) 
Ax20 АХ axoo Ax 


=/'(б) 
A taxa de variação instantânea é determinada pela derivada. Segue que, рага Ах próximo a 0, Ay/Ax será próximo 
de f'(x), de modo que 


Ay fx) Ax (19.1) 


Problemas Resolvidos 


19.1 O lucro semanal P, em dólares, de uma corporação é determinado pelo número х de rádios produzidos por semana, 
de acordo com a fórmula 


Р = 75х — 0,03x? — 15000 


(а) Determine a taxa na qual o lucro muda quando o nível de produção x é 1000 rádios por semana. (Б) Obtenha 
a variação no lucro semanal quando o nível de produção x aumenta para 1001 rádios por semana. 
(a) А taxa de variação do lucro P em relação ао nível de produção x é dP/dx = 75 — 0,06x. Quando х = 1000, 


dP 
Ty = 757 0061000) = 75 — 60 = 15 dólares por rádio 


(b) Em economia, a taxa de variação do lucro em relação ao nível de produção é chamada de lucro marginal. De acor- 
do com (79.7), o lucro marginal é uma medida aproximada de como o lucro mudará quando o nível de produção 
cresce de uma unidade. No presente caso, temos 


P(1000) = 75(1000) — 0,03(1000)? — 15000 
= 75000 — 30000 — 15000 = 30000 
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P(1001) = 75(1001) — 0,03(1001)? — 15000 
= 75075 — 30060,03 — 15000 = 30014,97 
AP = P(1001) — P(1000) = 14,97 dólares por semana 


que é muito próximo do lucro marginal de 15 dólares calculado no item (a). 


O volume V de uma esfera de raio r é dado pela fórmula V = 477/3. (a) Com qual velocidade que o volume varia 
em relação ao raio quando o raio é de 10 milímetros? (b) Qual é a variação no volume quando o raio varia de 10 pa- 
ra 10,1 milímetros? 


dV 4 3| 5 n2 
— =Dl- es = 4m? 
(a) T DE ar ) 3 n(3r^) = Алт 


Quando r = 10, 


T = 41(10)2 = 4007 = 400(3,14) = 1256 


40007 
3 


4 
© c vao = лї? = 


1,204; 
V0.1) = ; n(10,17 = ; 1(1030,301) = 1212047 


4121,2047 40007 


AV = V(10,1) — V(10) = 3 


4 
- (4121,204 — 4000) = ; (121,204) M (121,204) 


= 126,86 milímetros cúbicos 
À variação prevista em (19.1) e no item (a) é de 


AV x 4 Ar = 12560,1) = 125,6 milímetros cúbicos 


Um tanque de óleo está sendo enchido. O volume V do óleo, em galões, após г minutos é dado por 
V =1,5 +21 


Quão rápido cresce o volume quando existe 10 galões de óleo no tanque? [Sugestão: Para responder a questão 
“quão rápido?” você sempre deve determinar a derivada em relação a tempo.) 


Quando há 10 galóes no tanque, 
1,52 + 21 =10 ou 1,522 + 2t — 10 
Resolvendo pela fórmula quadrática, 


¡EE с2а ire 24/4248 10 


2153) Qin 


Como г deve ser positivo, t = 2 minutos. A taxa em que o volume do óleo cresce é 


dV 
o D(1,5t^ + 2) 23t +2 


Logo, no instante г = 2 minutos quando V = 10 galóes, 


V 
^ 3Q) + 2 = 6 + 2 = 8 galões por minuto 
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O custo C, em dólares por dia, de produção de x televisores por dia é dado pela fórmula 


С = 7000 + 50x — 0,05x? 


Determine à taxa de variação de C em relação a x (chamado de custo marginal) quando 200 televisores são produzidos 
por dia. 


O lucro P, em dólares por dia, resultante da confecção de x unidades diárias de um antibiótico, é 
Р = 5х + 0,02x? — 120 
Determine o lucro marginal quando o nível de produção x é 50 unidades por dia. 
Obtenha a taxa na qual a área da superfície de um cubo de lado x varia em relação a x quando x = 2 pés. 
O número de quilômetros que uma espaçonave está da Terra é dado pela fórmula 
E = 30% + 0,005t? 


onde t é medido em segundos. Quão rápido muda a distância quando a espaçonave está a 35 000 quilômetros da Terra? 


Quando um tanque de gasolina está sendo esvaziado, o número G de galões que sobram após t segundo é dado por 


G=3(15-1). 

(a) Com que rapidez que a gasolina está sendo retirada após 12 segundos? 

(b) Qual a taxa média com que a gasolina está sendo drenada do tanque durante os primeiros 12 segundos? [Sugestão: 
A taxa média é a quantia total retirada dividida pelo tempo durante o qual foi drenada.] 


Se у = 3x, encontre: (a) a taxa média na qual y muda em relação a x no intervalo [1,2]; (b) a taxa instantânea de variação 
de y em relação a x quando x = 1. 


Se y = f(x) é uma função tal que f'(x) O para qualquer x, encontre os valores de y nos quais a taxa de crescimento de 
y' em relação a x é 32 vezes a de y em relação a x. 


Capítulo 20 


Taxas Relacionadas 


A maioria das quantidades encontradas em ciência ou no dia-a-dia varia com o tempo. Se duas determinadas quan- 
tidades estão relacionadas por uma equação e se conhecemos a taxa na qual uma delas muda então, pela diferencia- 
ção da equação em relação ao tempo, podemos determinar a taxa na qual a outra quantidade muda. 


Exemplos 


(a) Um homem de 1,80 m está correndo e se afastando da base de um poste que tem 4,50 m de altura (ver Fig. 20-1). 
Se ele se move a uma taxa de 5,4 metros por segundo, com que velocidade que o comprimento de sua sombra 
está mudando? 

Seja x a distância do homem à base À do poste e seja y o comprimento da sombra do homem. 


GEOMETRIA Dois triângulos 


e 


ъз тз бтз ит Pharm m 
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são semelhantes se seus ângulos são iguais dois a dois: x A = XX, x B= XY, X C = xZ. (Para essa condição valer, basta 


que dois ângulos de um triângulo sejam iguais a dois ângulos do outro.) Triângulos semelhantes têm lados correspondentes em razão 
constante: 


ЗИ Ли y 6 


== ou == 1 
SA LA y+x 15 0 
que é a relação procurada entre x e y. Nesse caso é conveniente resolver (1) isolando y em termos de x, 
y 2 
у+х 5 
Sy = 2у+2х 
3y-2x 
2 
=> 2 
A derivação de (2) em relação a t nos dá 
dy 2dx 
mE n. 3 
а За 6) 
Mas como o homem está se afastando de A à taxa de 5,4 m/s, x está crescendo a essa taxa. Logo, 
dx dy 2 
= —=- (5,4)= 
E 54 ms e 43 (5,4) = 3,6 m/s 


ou seja, a sombra está aumentando à taxa de 3,6 metros por segundo. 


(b) Um cubo de gelo está derretendo. А aresta s do cubo está diminuindo à taxa constante de duas polegadas por minu- 
to. Qual a taxa de decrescimento do volume V? 
Como V =$, 


dV d$) 
dt dt 
O fato de que s está decrescendo à taxa de duas polegadas por minuto se traduz na expressáo matemática 


d; 
=з? 2 [pela regra da cadeia para potências] 
a Ipelareg P 


ds 
a? 
y 
Portanto, Z = 350—2) = — 63? 


Assim, apesar de s estar decrescendo a uma taxa constante, V está decrescendo a uma taxa proporcional ao quadra- 
do de s. Por exemplo, quando s = 3 polegadas, V decresce a uma taxa de 54 polegadas cúbicas por minuto. 


(c) Dois pequenos aviões começam a voar a partir de um ponto comum A ao mesmo tempo. Um voa para leste a uma 
velocidade de 300 km/h c o outro voa para o sul a 400 km/h. Após duas horas, com qual velocidade que a distância 
entre eles está mudando? 

Observe a Fig. 20-2. Temos que dx/dt = 300 e dyldt = 400 e queremos determinar o valor de du/dt em t = 2 ho- 
Tas. À relação necessária entre и, x e у é dada pelo teorema de Pitágoras, 


DN NET 
uU-zXcy 
d?) do? y) 
ж d d 
du dp?) ду?) 
2, 8 40), 497) ; de 
u 4a di [pela regra da cadeia para poténcia] 
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2u а = 2х A T y? [pela regra da cadeia para potência] 
du dx dy 
—=x— == 4 4 
Ug ka 300x + 400y (4) 
A ы — 
Y u 


Fig. 20-2 


Agora devemos encontrar x, y е и após 2 horas. Como x é crescente à taxa constante de 300 km/h e t é medido a par- 


tir do início do vôo, x = 300r (distância = velocidade x tempo, quando velocidade é constante). Analogamente, у = . 


4001. Logo, emt=2, 
х = 3002) =600 у = 400(2) = 800 


е u? = (600)? + (800)? = 360000 + 640000 = 1000000 


и = 1000 
Substituindo em (4), 


1000 da = 300(600) + 400(800) = 180000 + 320000 = 500 000 


du 500000 
m 7399 ^ 500 km/h 


Problemas Resolvidos 


20.1 Ar está vazando de um balão esférico à taxa de 3 polegadas cúbicas por minuto. Quando o raio é de 5 polegadas, 
com qual velocidade que o raio está diminuindo? 


Como o ar está vazando à taxa de 3 polegadas cúbicas por minuto, o volume do balão está diminuindo à taxa de dV/dt = 
3. Mas o volume de uma esfera de raio ré V = $nr?. Assim, 


3 
ae) edet 
Portanto, 
do 3 
dt am? 
Substituindo г = 5, 
dr 3 


3 
di^ “їр” — 3j ^ 000055 


AA em MA кш лы жы эл ме as ы МЇ 


Ea ca A В, 
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Logo, quando о raio é de 5 polegadas, o raio está decrescendo a aproximadamente 0,01 polegada por minuto. 


20.2 Uma escada de 13 pés de comprimento está apoiada em uma parede vertical (ver Fi 8. 20-3). Se a base da escada es- 
tá escorregando e se afastando da parede à taxa de 2 pés por segundo, com que rapidez está o topo da escada cain- 
do quando a base da escada está a 5 pés da parede? 


—— x 
Fig. 20-3 


Seja x a distância da base da escada à parede, e seja y a distância do topo da escada ao chão. Como a base da escada 
está se afastando da base da parede а 2 pés por segundo, dx/dt = 2. Queremos calcular dyldi quando x = 5 pés. Mas, de 
acordo com o teorema de Pitágoras, 


(13)? = x? + y? (1) 
Derivação disso, como no exemplo (c), nos dá 
dx dy dy 
-x— +y2=2 2 2 
0 a 2+9 (2) 


Mas quando x = 5, (1) implica ет 


у= 4/(13)2 — (5)? = 160-25= 144 = 12 


de modo que (2) fica 
dy 
= ро — 
0 = 25) + di 
dy AS 5 
d n 6 


Portanto, o topo da escada está caindo ao longo da parede (dy/di<0) a 5/6 pés por segundo quando a base da escada está 
a 5 pés da parede. 


20.3 Um copo de papel com formato de cone (ver Fig. 20-4) está sendo preenchido com água à taxa de 3 centímetros cú- 


bicos por segundo. A altura do copo é de 10 cm e o raio da base é de 5 cm. Quão rápido sobe o nível da água quan- 
do o nível é de 4 cm? 


No instante £ (em segundos), quando a profundidade da água é h, o volume da água no copo é dado pela fórmula 


V = $nr^h, onde r é o raio da superfície no alto. Mas, por triângulos semelhantes na Fig. 20-4, 
D NE 
5710 % '73975 


(Apenas A é de interesse, portanto estamos eliminando 7.) Assim, 


158 


INTRODUÇÃO AO CÁLCULO 


e, pela regra da cadeia para potências, 


dv пй) n ES z) T ES) dh 


4) di 


dt 


10 
Fig. 20-4 
Substituindo dV/dt = 3 e h = 4, obtemos 
н 
4/dt 
ah MEE ж 0,24 centímetros por segundo 


- dio 4m 43,14) 


Desse modo, no instante em que o nível da água é 4 cm, o nível está subindo a aproximadamente 0,24 centímetros por se- 
gundo. 


20.4 Um navio B se move para o oeste em direção a um ponto fixo A a uma velocidade de 12 nós (milhas marítimas por 
hora). No momento em que o navio B está a 72 milhas marítimas de A, o navio C passa por 4, indo para o sul a 10 

nós. A que taxa varia a distância entre os navios duas horas após o navio C passar por 4? 

A Figura 20-5 mostra a situação no instante г > 0. Em t = 0, o navio C estava em A. Como 


и? =x? + y (1) 
temos, como по exemplo (с), 
i di d: d 
и х у 
= ху = 1 2 
ил: E 12x + 10y (2) 


uma vez que x está diminuindo а 12 nós c y está aumentando a 10 nós. Em 1 = 2, temos (já que distância = velocidade x 
tempo) 


y=10x2=20 
72—х=12х2=24 
х= 72—24 = 48 
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e, de acordo com (1) 
и = A/(48. + (20) =./2304 + 400 = /2704 = 52 


Substituição em (2) nos leva a 


5 = = —12(48) + 10(20) = —576 + 200 = —376 
du 3% 
359 723 


о que mostra que, após duas horas, a distância entre os navios B e C está diminuindo à taxa de 7,23 nós. 


Problemas Complementares 


20.5 


20.6 


207 


20.8 


20.9 


20.10 


20.11 


20.12 


O topo de uma escada de 25 pés, encostada em uma parede vertical, escorrega para baixo a uma velocidade de 1 pé por 
minuto. Com qual velocidade que a base da escada está escorregando sobre o chão quando o topo da mesma está a 7 pés 
do solo? 


Um tanque cilíndrico com raio de 10 pés está sendo preenchido com trigo à taxa de 314 pés cúbicos por minuto, Com que... 
velocidade está a profundidade do trigo aumentando? [Sugestão: O volume de um cilindro é nr h, onde r é seu raio eh 
sua altura.] 


Uma garota com 5 pés de altura caminha em direção a um poste de 20 pés à taxa de 6 pés por segundo. Qual é a veloci- 
dade da ponta de sua sombra (projetada pela lâmpada do poste)? 


Um foguete é disparado verticalmente para cima com uma velocidade inicial de 400 pés por segundo. Sua altitude s após 
t segundos é s = 400: — 162. Quão rápido aumenta a distância entre o foguete e um observador que está no chão a uma 
distância de 1800 pés da plataforma de lançamento, quando o foguete ainda está subindo e está 2400 pés acima do solo 
(ver Fig. 20-6)? 


1800 
Fig. 20-6 


Um pequeno funil no formato de um cone está sendo esvaziado de um fluido à taxa de 12 milímetros cúbicos por segun- 
do. À altura do funil é 20 milímetros e o raio da base é 4 milímetros. Com qual velocidade que está caindo o nível do flui- 
do quando o mesmo é de 5 milímetros acima do vértice do cone? [Lembre que o volume de um cone é 3nr?h.] 


Um baláo está sendo inflado bombeando-se ar à taxa de duas polegadas cúbicas por segundo. Quanto está aumentando o 
diámetro do balão quando o raio é de meia polegada? 


Petróleo de um poço sem tampa no oceano está jorrando na forma de uma película circular na superfície da água. Se o raio 
do círculo está aumentando à taxa de 2 metros por minuto, quanto aumenta a área da película de petróleo quando o raio 
atinge 100 metros? 


O comprimento de um retângulo com área constante de 800 milímetros quadrados está crescendo à taxa de 4 milímetros 
por segundo. (a) Qual a largura do retângulo quando a mesma está diminuindo à taxa de 0,5 milímetro por segundo? (b) 
Qual a taxa de variação da diagonal do retângulo quando a largura é de 20 milímetros? 
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20.13 


20.14 


20.15 


20.16 


20.17 


20.18 


20.19 


20.20 


Uma partícula se move sobre a hipérbole x?-18y?= 9 de tal forma que sua coordenada aumenta a uma taxa constante de 
nove unidades por segundo. Quanto varia sua coordenada x quando x = 9? 


Um objeto se move ao longo do gráfico de y = f(x). Em um certo ponto, a inclinação da curva (ou seja, o coeficiente an- 
gular da reta tangente à curva) é 4 e a abscissa (coordenada x) do objeto está dimunindo à taxa de três unidades por se- 


gundo. Nesse ponto, qual a taxa de variação da ordenada (coordenada y)? [Sugestão: y = Ka) e x é uma função de г. Lo- 
go, y é uma função composta de r, que pode ser derivada pela regra da cadeia.] 


Se o raio de uma esfera está aumentando à taxa constante de 3 milímetros por segundo, quão rápido está mudando o vo- 
Yer hz Ha 
lume quando a área da superfície (472°) é 10 milímetros quadrados? 


Qual é o raio de um círculo em expansão em um instante quando a taxa de variação de sua área é numericamente igual ao 
dobro da taxa de variação de seu raio? 


Uma partícula se move ao longo da curva y = 2x – 3x+ 4. Em um certo momento, quando x = 2, a coordenada x da par- 
tícula está aumentando à taxa de 0,5 unidade por segundo. Qual a velocidade de sua coordenada y naquele momento? 


Um avião voando paralelamente ao solo a uma altitude de 4 km passa sobre uma estação de radar R (ver Fig. 20-7). Pou- 
со tempo depois, o radar revela que o avião está a 5 km de distância e que a distância entre o avião e a estação está au- 
mentando a uma taxa de 300 km por hora. Naquele instante, qual a velocidade horizontal do avião? 


Um barco passa por uma bóia fixa às 09:00 hs da manhã, navegando para oeste a 3 milhas por hora. Outro barco passa pe- 
Ja mesma bóia às 10:00 hs da manhã, indo para o norte a 5 milhas por hora. Qual a taxa de variação da distância entre os 
barcos às 11:30 hs da manhã? ` 


Água está vertendo para dentro de um cone invertido à taxa de 3,14 metros cúbicos por minuto. A altura do cone é 10 me- 
tros e o raio de sua base é 5 metros. Com qual velocidade que o nível da água está subindo quando a água está com uma 
profundidade de 7,5 metros no cone? 


20.22 


20.23 


20.24 


20.25 


20.26 


Fig. 20-7 Fig. 20-8 


Uma partícula se move ao longo da curva y = px 2x. Em qual(is) ponto(s) da curva que a taxa de variação da abscisa e 
da ordenada é a mesma? 


Um barco está sendo puxado para uma doca, por uma corda que passa por um anel na proa (ver Fig. 20-8). A doca é 8 pés 
mais alta que o anel da proa. Qual a velocidade de aproximação do barco para a doca quando o comprimento da corda en- 
tre а doca e o barco é de 10 pés, se a corda está sendo puxada a 3 pés por segundo? 


Uma garota está empinando uma pipa a uma altura de 120 pés. O vento está afastando a pipa da garota a uma velocidade 
horizontal de 10 pés por segundo. Com que velocidade gue o cordão deve ser solto quando a pipa está a 150 pés da garota? 


A base de uma escada de 17 pés está sobre o solo e o topo está encostado em uma parede vertical. Se a base é empurrada 
em direção à parede à taxa de 3 pés por segundo, com qual velocidade que o topo sobe pela parede quando a base da es- 
cada está a 15 pés da base da parede? 


Em um dado momento, uma pessoa está a 5 milhas ao norte de um cruzamento e está caminhando diretamente (em linha 
reta) para o cruzamento a uma taxa constante de 3 milhas por hora. No mesmo momento, uma segunda pessoa está a uma 
milha a leste do cruzamento e se afasta desse cruzamento a duas milhas por hora. Qual a taxa de variação da distância en- 
tre as duas pessoas uma hora depois? Interprete sua resposta. 


Um objeto está se movendo ao longo do gráfico de y = 3x ~ х? e sua coordenada x está variando à taxa de duas unidades 
Por segundo. Quanto varia o coeficiente angular da reta tangente ao gráfico quando x = — 1? 


P 2% >< 


FEX 


У em m бз mmy m hum em 


dmm es mam 


e 


e 
é 
e 
€ 
C 


21.1 


Aproximação por Diferenciais; 
Método de Newton 


No Capítulo 19, obtemos uma relação aproximada entre a variação 


Ay = f(x + Ax) — f(x) 


em uma função diferenciável fe a variação Ax no argumento de f. Por conveniência, repetimos (19.1) aqui e o cha- 
mamos de princípio de aproximação, 
Ay zi f'(x) Ax (21.1) 


ESTIMANDO O VALOR DE UMA FUNÇÃO 


Muitos problemas práticos envolvem a determinação de um valor f(c) de alguma função. Um cálculo direto de f(c) 
pode ser difícil ou, muito frequentemente, impossível. No entanto, considere que um argumento x próximo de c 
(quanto mais próximo, melhor), pode ser encontrado de modo que f(x) e f(x) podem ser calculados com exatidão. 
Se fizermos Ax = c — x, então c = x + Ах е o princípio de aproximação (21.1) nos leva a 


f(x + Ах) - ЈО) а f'(x) Ax 
Fe) f(x) f(x) Ax 
Ho) х) +) Ax (21.2) 


Exemplo Vamos estimar ,/9,2. Aqui fé a função raiz quadrada e c = 9,2. Se escolhermos x = 9, então Ax = 9, 2 
—9 = 02. Ambos f(x) e f(x) podem ser calculados facilmente, 


Јо) = 4 = 


f'G) = рх y ааа 


e (21.2) implica em 


1 
МЭЗ = /(92) 3 + 602) = 3 + 00333... = 30333... 


O verdadeiro valor de ,/9,2, com precisão de quatro casas decimais, é 3,0331. 
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21.2 О DIFERENCIAL 
O produto do lado direito de (21.1) é dito o diferencial de fe é denotado por df. 


Definição: Seja f uma função diferenciável. Então, para um dado argumento x e incremento Ax, o diferencial df 
de fé definido por 


df = f'(x) Ax 
Observe que df depende de duas quantidades, x e Ax. Apesar de Ax ser geralmente assumido como pequeno, isso 
não é explicitamente exigido na definição. No entanto, se Ax é pequeno, então a idéia do princípio de aproximação é que 
f(x + Ax) — f(x) x df (21.3) 
Exemplo Uma representação gráfica dessa última forma do princípio de aproximação é dada na Fig. 21-1. A reta 
Lé tangente ao gráfico de f em P; seu coeficiente angular é, portanto, f (x). Mas então 


геу= Т ЁТ 


РЕ Ау. ou RT = f(x) Ах = df 


Agora está claro que, para Ax muito pequeno, RT = RỌ ; ou seja, 


dfz fix + Ax)— f(x) .. 


Se o valor de uma função fé dado por uma fórmula, digamos, f(x) =x) + 2x”, vamos considerar que o diferen- 
cial df pode também ser escrito como 


х? + 2x7?) = df = f'(x) Ах = (2x — 6x7*) Ax 
Em particular, se f(x) = x, devemos escrever 


dx = df = f'(x) Ax = 1+ Ax = Ах 


Como dx = Ax, a definição do diferencial df pode ser reescrita como 


df = f'(x) dx 


Assumindo que dx = Ax % 0,, podemos dividir ambos os lados por dx, obtendo o resultado 


df 


"dx 


Го) 


Se fazemos у = f(x), isso pode explicar a notação tradicional dy/dx para a derivada. 


Рх.) 


Рід. 21-1 


— — ж — e 
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21.3 MÉTODO DE NEWTON 


Digamos que estamos tentando encontrar uma solução para a equação 


Је) = 0 (21.4) 


9 XX x 


Fig. 21-2 


e digamos também que sabemos que x; está próxima de uma solução: Se tragamos a reta tangente ao gráfico de f 
no ponto com abscissa x, então J geralmente irá intersectar o eixo x em um ponto cuja abscissa x, está mais pró- 
xima da solução de (21.4) que x, (ver Fig. 21-2). 


Uma equação da reta tangente Té 
y - Јо) = ох — x) 
Se J intersecta o eixo x no ponto x,, então 
0 = f (x0) = хо, — хо) 
Se f'(x) #0, 
Јо) 


x, о f) 
у fe) 
NLIS 


Se repetimos o mesmo procedimento, mas dessa vez começando com x, no lugar de x,, obtemos um valor x, 
que deve estar ainda mais próximo da solução de (21.4), 


feu) 


КА 


Se continuamos а aplicar tal procedimento, а seqüéncia resultante de números xy, x, x, ..., X,, ... € determina- 
da pela fórmula 


fe) 


жа == S) 


(21.5) 


Esse processo para encontrar aproximações cada vez melhores para uma solução da equação f(x) = 0 é conhe- 
cido como método de Newton. Não é sempre garantido que os números gerados pelo método de Newton se aproxi- 
marão de uma solução de f(x) = 0. Algumas dificuldades que podem surgir serão discutidas nos problemas que se 
seguem. 
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Exemplo Se queremos aproximar ve deveríamos tentar encontrar uma solução aproximada de x^ — 2 — 0. Aqui 
fe) zx -2 Logo, f(x) = 2x e (21.5) fica 


xp-2 2xX;— 02-2) „+2 
2x, 2x, E 


Xari = Xp — 2x, (21.6) 


п n 


Se consideramos a primeira aproximação como sendo 1 (já que sabemos que 2, está entre 1 e 2) , então obtemos 
por sucessivas substituições de n por 0, 1, 2,... em (21.6), 


142 

cum 

X, 2 29 
1 
de Ш 2 AS 7 
215) 3 3 
2 
m (2166666877 +2 14215686 


Хз 87 1416 666667) 
_ (1414215689? + 2 

T 01414215688) - 

o 20414213562) 


a 1,414213 562 


2 1,414213 562 


Como nossas aproximações para x, e x, são iguais, todos os futuros valores serão os mesmos e assim conseguimos a melhor 


aproximação com nove casas decimais, dentro da capacidade de nossa calculadora. Desse modo, 42 x 1,414213 562. 


Problemas Resolvidos 


21.1 Usando princípio de aproximação, estime o valor de /62. 
Fazendo f(x) = NE: е с = 2, escolhemos x = 64 (o quadrado perfeito mais próximo de 62). Logo, 


Ах=с—х=62—64=—2 

So - 6t - 8 

Р = 
l/x 2/6 X8) 16 


е (21.2) implica em 


Na verdade, ya = 7,8740.... 


21.2 Use o princípio de aproximação para estimar o valor de /33. 
Seja f(x) = x с = 33 єх = 32. Logo, Ах = с —х = Lf()=/D=2,€ 


TE 1 1 1 ra 


РО = Djs!) == x ST sax SO 509 80 


Assim, de acordo com (21.2), 


438 = /(с) ч 25 (1) = 2,0125 


E N. de T.: Isso é garantido pelo teorema do valor intermediário. 
Os cálculos exigidos pelo método de Newton são comumente muito cansativos 


р para serem feitos a mão. Uma calculadora, preferencialmente uma calculado- 
ra programável, deveria ser usada. 


uum 


pe, 


L4 8 E PM A EM, 
M A—N NA: | 


cUm mom mms 


m A S NC 
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Como o valor verdadeiro é 2,0123... а aproximação está correta em três casas decimais. 


21.3 A medição do lado de uma sala quadrada resulta em 18,5 pés. Logo, a área é А = (18,5 = 342,25 pés quadrados. 
Se o instrumento de medição admite uma margem de erro de no máximo 0,05 pés, estime o erro máximo possível 
para a área. 


A fórmula para a área é А = x^, onde x é o lado da sala. Logo, dA/dx = 2x. Faça x = 18,5 e considere que 18,5 + Axé o 
verdadeiro comprimento do lado da sala. Por hipótese, | Ax | 0,05. O princípio de aproximação nos leva a 


A(x + Ax) — Ах) x a Ax 


A(18,5 + Ax) — 342,25 = 2(18,5) Ax 
14(18,5 + Ax) — 342,25] ~ |37 Ax] < 370,05) = 1.85 


Portanto, o erro na área deveria ser no máximo 1,85 pés quadrados, o que coloca a área como sendo (342,25 + 1,85) 
pés quadrados. Ver Problema 21.13. 


21.4 Use o método de Newton para encontrar a solucáo positiva de 
х*+х-3=0 


Faça f(x) = x* + x — 3.Logo, f(x) = 4x? +1. Comof(1) =- 1 e f2) = 15,0 teorema do valor intermediário nos 
diz que existe uma solução entre 1 e 2, [O intervalo (1,2) ocorre como sugestão ao se representar graficamente f por meio 


de uma calculadora gráfica.) Como f(x) > 0 para x 20, fé crescente para x > 0 e, portanto, existe exatamente uma solu- 


ção real positiva. Comece com x, = 1. А equação (21.5) fica 


XORx-3 Atx (8,3) 343 


METRE E Or 4х5 +1 CAPE 


n 


Cálculos sucessivos nos levam a x, = 1,2, Xy = 1,165419616, x, = 1,164037269, x, = 1,164035141 e х= 
1,164035 141. Logo, a solução aproximada é x = 1,164 035 141. 


21.5 Mostre que se o método de Newton é aplicado na equação x"? = 0 com Xo = 1, o resultado é uma sequência di- 
vergente de valores (a qual certamente não converge para a raiz 0). 


1 
Seja f(x) = х!®. Portanto, 70) = aa е (21.5) fica 


xl? 
Ху E X, 1767 = Xa — 3х, = —2x, 


Logo, x, = —2, x, = 4,x, = —8, e, em geral, X, = (—2Y. 


Observação: Se estamos buscando uma solução r de uma equação fx) = 0, então pode-se provar que uma condição su- 
ficiente para que o método de Newton resulte em uma segtiência que converge para r é que 


Јо) fe) 


Гл) 


para todo x em um intervalo em torno de r que inclua x. 


«I 


No entanto, essa nào é uma condição necessária. 


Problemas Complementares 


21.6 Use o princípio de aproximação para estimar as seguintes quantidades: 
ӘУ 0 /% OM ap (as 
Y) E (9) 40065 (h ./80,5 () 4215 
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218 


219 


21.10 


21.11 


21.12 


21.13 
21.14 


21.15 


21.16 


21.17 


21.18 


21.19 


21.20 


A medição do lado de um contêiner cúbico dá 8,14 centímetros, com um erro possível de 0,005 centímetros no máximo, 
Estime o erro máximo possível no valor de V=(8,14)'=539,35314 centímetros cúbicos para o volume do contêiner. 


Deseja-se cobrir um tanque esférico de 20 pés (240 polegadas) de diámetro com uma demão de tinta de 0,1 polegada de 
espessura. Use o princípio de aproximação para estimar quantos galões de tinta serão necessários. (V = $xr3 e 1 galão 
corresponde a aproximadamente 231 polegadas cúbicas.) 


Um cilindro de aço sólido tem um raio de 2,5 centímetros e uma altura de 10 centímetros. Uma capa justa deverá ser fei- 
ta para estender o raio para 2,6 centímetros. Encontre a quantia de aço necessária para a capa: (a) pelo uso do princípio de 
aproximação; (b) por meio de um cálculo exato. 


Se o lado de um cubo é medido com um erro de no máximo 3%, estime o erro percentual máximo no volume do cubo. (Se 
АО é o erro na medição de uma quantidade Q, então |AQ/Q| x 100% é o erro percentual.) 


Considere, contrariando um fato, que a Terra é uma esfera perfeita com um raio de 4000 milhas. O volume de gelo nos 
Pólos Norte e Sul é estimado em aproximadamente 8 000 000 de milhas cúbicas. Se esse gelo fosse derretido e a água re- 
sultante fosse uniformemente distribuída ao redor do globo, qual seria aproximadamente a profundidade da água a mais 
em cada ponto da Terra? 


(a) Seja хо, Quando x = 4 e dx = 2, determine o valor de dy. 
(b) Seja y =2x,/1 + x°. Quando x = 0 e dx = 3, encontre o valor de dy. 


No Problema 21.3 calcule com exatidão o maior erro possível na área. 


Prove a útil fórmula de aproximação (1 + uy = 1 + ru, onde r é qualquer expoente racional e |u| é pequeno se compara- 


do com І. [Sugestão: Aplique o princípio de aproximação em f(x) = x', fazendo x = 1 e Ax = и] 


СО Use o método de Newton para determinar aproximadamente as seguintes quantidades: 


@ 2 @ 4 OAB OL 


(a) Mostre que o método de Newton para encontrar ye resulta na equagáo 


0 (8 +2 
WEIT. " х, 


рага a seqüéncia de valores aproximados. 


(b) (CGI Use o item (a) para estimar КЕ pelo método de Newton. 


СА) Use o método de Newton para soluções aproximadas das seguintes equações: 


() $-x-1=0 (b X4x-120 (9 x-230405-0 ( ?+2х—4=0 
() x -3x +3=0  (f)xi-x43-0 (9) *-2x-1=0 


a 2 РИД : E " 
Mostre que x +xº — 10= 0 tem uma única raiz em (1,2) e aproxime essa raiz pelo método de Newton, com x, = 2. 


Mostre que x + 5x – 7 = 0 tem uma única solução em (1,2) e aproxime essa raiz pelo método de Newton. 


Explique porque o método de Newton não funciona nos seguintes casos: 
(a) Resolva х? – 6x + 12x —7 com Xy 72. 
(b) Resolvax! - 32 - x - 1 20 com n=l. 


yx=1 parax>1 
(c) Resolva f(x) =0, onde f(x) zi i dd ved €x» 1 (digamos, x = 1 + b, b > 0). 
-/l-x 


amm 


€ LI » 

с Derivadas de Ordem Superior 
E 

É 

É 

€ 

© A derivada f" de uma função f é ela mesma uma função, а qua! pode ser diferenciável. Se f’ é diferenciável, sua de- 
e rivada será denotada por f”. A derivada de f”, se existir, é denotada por f”” e assim por diante. 

€ Definição: f(x) = D.(f'(x)) 

€ f^) = DAS") 

{ SOW = DAS") 

f Chamamos f" de derivada primeira de f, f" de derivada segunda de f e f” de derivada terceira de f. 
€ Se a ordem n excede 3, escrevemos f” para a derivada n-ésima de Í 

C Exemplos 

€ (a) Sef(9- 3 € +5х'+2х— 1, então, 

e Г) = 138 — 21x? + 10x +2 

€ f(x) = 36x? — 42x + 10 

€ S"()=72x — 42 

€ з £95) 272 

Ea f®=0 para n>5 


(b) Se f(x) = ix? — 5x? + x + 4, então, 


3 
fe)y-x- 10x +1 


Р(х) = 3x — 10 
Г" =3 
Ге) = 0 para п> 4 


É claro que se fé polinomial de grau К, então a derivada n-ésima f” será 0 para todo n > k. 
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(с) Se уо) = © = x71, então, 
х 


1 


fee -x-5 
р-а 
уч ertet 
1) = 24х75 -5 


Nesse caso a derivada n-ésima jamais será a função constante 0. 


Notacáo Alternativa 
Derivada primeira: Го) = р, f(x)= Y = z =Dy=y 
Derivada segunda: 7) = D? f(x) El = a =Dy=y ОТ Wes 
Derivada terceira: Гб) = Р} х) = a = 3 =D3 y = у" 
Derivada n-ésima: f") = р" f(x) = T = 2 =D! y = y" 


Derivação implícita de Ordem Superior 
Exemplo Seja у = f(x) uma função diferenciável satisfazendo a equação 


x+y =9 (0) 


(Sabemos que y = ./9 — х? ou y = —/9 — х2; seus gráficos são exibidos na Fig. 22-1.) 
Determinemos uma fórmula para a derivada segunda y", onde y se refere a uma das duas funções. 
рух? + y?) = D,(9) 
2x-2yy =0 — [D,y? = 2уу pela regra da cadeia de potências) 
x+yy=0 (2) 
А seguir, derive ambos os lados de (7) em relação a x, 
Dx + yy) = D.) 
1+ yD dy) + yD, y =0 
1+уў' +усу=0 


1+уу' 4 (y -0 e) 
Resolva (1) isolando y' em termos de x e y, 
x 
у= = 
y 
Substitua y' por —(x/y) em (2), 
x? 
1+уу'+-—;=0 
y y 


у yy rx —0 [multiplicado por y?] 


MA 


f e 
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Isolando y", 
y- x + у? 
Г 
A partir de (0), podemos substituir x^ + y? por 9, 
9 
yes 
y 


Aceleracáo 


Considere um objeto que se move ao longo de um eixo coordenado de acordo com a equação s = f(r), onde sé a 
coordenada do objeto e 1 é tempo. De acordo com o Capítulo 18, a velocidade do objeto é dada por 


ds |, 
= 2/0 


À taxa de variação da velocidade é chamada de aceleração a. 


m dv ds , 
Definição: a— d d /"@ 
Exemplos 


(a) Para um objeto em queda livre, s = s, + vof 16, onde s, medido em pés, é positivo na direção para cima e 1 é 
medido em segundos. Lembre que s; e ty denotam posição e velocidade iniciais; ou seja, os valores de 5 e v 
quando г = 0. Logo, 


ds 
=g" 
a=— = —32 


Assim, a velocidade diminui 32 pés por segundo a cada segundo. Outra forma de expressar isso é dizer que a 


aceleração (para baixo) devido à gravidade é de 32 pés por segundo por segundo, o que se abrevia por 32 
pés/seg . 


(b) Um objeto se move ao longo de uma linha reta de acordo com a equacáo s =2-3Ё+1-1. Logo, 


ds 
= — = 2. 
v à 6? — 6t +1 


Nesse caso, a aceleração não é constante. Observe que a > O quando 1216 > 0, ou t > 3. Isso implica (pelo 
Teorema 17.3) que a velocidade é crescente para t > 4. 
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Problemas Resolvidos 


22.1 Descreva todas as derivadas (primeira, segunda etc) das seguintes funções: 


@ Ля 0 


() fG&)ox3 —5 ЈО) 302 ЈО) бх  f"Q)-6 f%)=0paran>5 
(0) у) = а [pela regra do quociente) 
] e + Dx) xtl-x- 1 _ e 
Uk coxa Gap CD ? 
Fo) = —2(х + 1) 3D. + 1) [pela regra da cadeia para potências] 
zi —2 
=D = 
PS T -4 +6 
f") = —2(-3 x + 1) is TI 
й -24 
6-2 3C 1. 725 
fp) = —2(-3(7- 4x + 1) б 
| E 
f?) = -2(-3(-4-5) + (29 + DA = eget 


Абс Az 
ÁLGEBRA (-1)" será | quando n for ímpar e —1 quando n for par. n! representa o produto 1 x 2x 3X... x n dos pri- 


meiros п inteiros positivos. 
MM —————MM—— MÀ 


22.2 Calcule y” se 
y -xy-1 (0) 
Derivação de (0), usando a regra da cadeia para potências em D,y e a regra do produto em D (ху), nos dá 
Зуу — (ху +у)=0 
Зуу – ху —y-0 
Gy - y у= 0 (1) 
Em seguida derive (1), 
Gy! —xD,y + yD43y?—x)-y =0 [реа regra do produto] 
Gy — х)у' + y(6yy —1)—y = 0 [pela regra da cadeia para potência) 
GP- +у(бфуу — 1)-1)=0 — [fator y] 
By - xy + yy - 2) = 0 Q 


Agora resolva (1), isolando y”, 


"m 
У; 
Finalmente, substitua em (2) e isole y", 

6y? 
Зу? — хуу” + [Mo 
Gy — xy 33 -x 5 2) 0 

| 6y? 
Зу? — xy” 3y — y s; 2 ZA = 
Gy АУ +07 =) Gy Has 255 


[multiplicado por (3y? — x)?] 


C 
e 
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(32 — y + y (6? — 2(8y? — x) = 0 [42 zs e) =b- ca] 


Gy! — iy + у(6у? ~ бу? +2x)=0 

By — Py" + 2ху = 0 
_ Dy 
MOTE 


" 


22.3 Se y éuma funcáo de x tal que 
x!-2xyty-8 (0) 
€ tal que y = 2 quando x = 2 [observe que esses valores satisfazem (0)], determine os valores de y'ey" quando x = 2. 
Proceda como no Problema 22.2. 


x5-2xy4 y = 8 
Do? — 2xy + y) = D,(8) 
3х2 — ху + y) + 3у?у «0 


3x? — 2ху —2у+3у?у =0 кенине e a 


D (3x? — 2ху — 2y + 3у?у) = D,(0) 
бх — Axy" + y) - 2y + Xy'y' + yQyy) =0 
бх — 2xy' ~ 2у — 2у +3у?у' + 6y(y = 0 (2) 
Substitua x por 2 e y por 2 em (1), 
12-4y – 4+ 12у = 0 ou 8/+8=0 ой y=-1 
Substitua x por 2, y por 2 e y' por -1 em (2), 


7 
12— 4y" - 242 + 12y' + 1220 ou 8y" + 28 = 0 ou Е ето 


224 Sejas- -9P +24ta posição s no instante t de um objeto que move sobre uma reta. (a) Encontre a velocidade e 
a aceleração. (b) Determine quando a velocidade é positiva e quando é negativa. (c) Verifique quando a aceleração 
é positiva e quando é negativa. (d) Descreva o movimento do objeto. 


(a) 130180424 NP — 6 +8) MN) 
dv 
=" =6t-18=6(t-3 
а= 6(t — 3) 
(b) vépositiva quando -2 50e 1-4 > 0 ou quando t-2 < Oer- 4 < 0; ou seja, quando 


t>2et>4 ou t«2et«4 


o que é equivalente ar > 4 ou t < 2. v = 0 se, e somente se, t = 2 ou t = 4. Logo, v < 0 quando 2 < t < 4. 
(с) a»0quandor»3ea« О quando t < 3. 


(d) Assumindo que s cresce para a direita, velocidade positiva indica movimento para a direita e velocidade negativa in- 
dica movimento para a esquerda. O objeto se move para a direita até, no instante г = 2, se encontrar em s = 20, on- 
de ele inverte a direção. Move-se então para a esquerda até, em г = 4, se encontrar em s = 16, onde novamente in- 
verte a direção. Em seguida ele volta a se mover para a direita (ver Fig. 22-2). 
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Problemas Complementares 


22.5 


22.6 


227 


228 


229 


22.10 


22.11 


22.12 


22.13 


22.14 


22.15 


Encontre a derivada segunda D? das seguintes funções y: 
1 
@ у=х-- È) ysm- (à y=yx+5 4) у= х1 


Ө у›-“+1 O у= 


Use derivação implícita para encontrar a derivada segunda y" nos seguintes casos: 
@ жуе (0 -y= Q -y= A y+ 
Se \/х + у = 1, calcule у": (a) explicitamente isolando y e então derivando duas vezes; (b) por derivação implícita. 
(c) Qual, entre os métodos (a) e (b), é o mais simples? 
Calcule todas as derivadas (primeira, segunda etc.) de y: 
1 
(а) y=4-2241 (6) у=2х?+х—1 to © y- x 


1 1 
E © э=уту О у= 


@ у= 


x-1 3+x 


Determine a velocidade no primeiro instante em que a aceleração é O se a equação do movimento é: 


(à s=2-5t+7 (б s=P-H+2 (с) s=t-4P+62-443 


No ponto (1,2) da curva x — xy + y'=3, encontre a taxa de variação em relação a x do coeficiente angular da reta tangen- 
te à curva. 


Se xê + 2xy + 3y'=2, encontre os valores de dy/dx е d'yldx quando y = 1. 


я 1+3К(х ~ 2) + (х – 2)2 sex<2 
Ѕеја 10 (18 )+6-2 Sex S, onde Le K são constantes, 


(a) Se Лх) é diferenciável em x = 2, calcule L e K. (b) Uma vez determinados L e K no item (a), f(x) é contínua para 
todo x? 


Seja h(x) = Ax)g(x) e considere que f e g têm derivadas de todas as ordens. (a) Encontre fórmulas para Л”(х), һ'"(х) e 
№). (b) Obtenha uma fórmula geral para 4"). 


Seja H(x) = Ax)/g(x), onde fe g têm derivadas primeira e segunda. Encontre uma fórmula para H"(x). 


A altura s de um objeto em queda livre na Lua é aproximadamente dada por 5 = So + vot — 1017, onde:s é medido em 
pés e t em segundos. (a) Qual é a aceleração devido à gravidade na Lua? (b) Se um objeto é arremessado para cima a par- 


tir da superfície da Lua com uma velocidade inicial de 54 pés por segundo, qual é a altitude máxima que ele alcançará e 
quando alcançará aquela altitude? 


Capítulo 23 


. Aplicações da Derivada Segunda 
: e Esboço de Gráficos 


23.1 CONCAVIDADE 


Se uma curva tem a forma de uma xícara ou parte de uma xícara (como as curvas na Fig. 23-1), dizemos que 
ela é côncava para cima. Uma descrição matemática dessa noção pode ser dada. Uma curva é côncava para ci- 
ma se a curva está acima da reta tangente a qualquer ponto da curva. Assim, na Fig. 23-1(a) a curva está acima 
de todas as três retas tangentes. 


(b) (c) 


Fig. 23-1  Concavidade para cima. 


Uma curva é dita ser côncava para baixo se tem a forma de uma tampa ou parte de uma tampa (ver Fig. 23-2). 


Em termos matemáticos, uma curva é cóncava para baixo se está abaixo da reta tangente em um ponto arbitrário da 
curva [ver Fig. 23-2(a)]. 
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(a) (b) (c) 
Fig. 23-2 Concavidade para baixo. 


Uma curva pode, naturalmente, ser formada por partes de diferentes concavidades. A curva na Fig. 23-3 é cón- 
cava para baixo de A a B, cóncava para cima de B a C, cóncava para baixo de C a D e cóncava para cima de D a E. 
Um ponto da curva no qual a concavidade muda é chamado de ponto de inflexão. B, C e D são pontos de inflexão 
na Fig. 23-3. 


Fig. 23-3 


Da Fig. 23-1 percebemos que se nos movemos da esquerda para direita ao longo da curva que é cóncava para 
cima, o coeficiente angular da reta tangente aumenta. O coeficiente angular se torna menos negativo ou mais posi- 
tivo. Reciprocamente, se a reta tangente tem essa propriedade, a curva deve ser côncava para cima. Mas, para uma 
curva y = f(x), a reta tangente certamente terá essa propriedade se f”(x)>0, uma vez que, nesse caso, o Teorema 
17.3 implica que o coeficiente angular f'(x) da reta tangente será uma função crescente. Usando um argumento se- 
melhante, percebemos que se f"(x)«0, o coeficiente angular da reta tangente é decrescente e, da Fig. 23-2 vemos 
que a curva y = f(x) é côncava para baixo. Isso nos leva ao: 


Teorema 23.1: — Se f"(x) > Opara todo x em (a,b), então o gráfico de fé côncavo para cima entre x = ae x = b. 
Se f"(x) « O para todo x em (a,b), então o gráfico de fé côncavo para baixo entre x = ae x = b. 


Para uma demonstração rigorosa do Teorema 23.1 ver Problema 23.17. 


Corolário 23.2: Seo gráfico de f tem um ponto de inflexão em x = c e f” existe e é contínua em x = c, entáo 
f"(c) = 0. 
De fato, sef”(c)% 0, então f"(c) > 0 ou f"(c) < 0. Se f" c) > 0, então f"(x) > О para todo x em algum interva- 


lo aberto que contém c, e o gráfico seria cóncavo para cima em tal intervalo, contrariando a hipótese de que existe 


um ponto de inflexão em x = c. Conseguimos uma contradição semelhante se f”(c) < 0, pois nesse caso, o gráfico 
Seria cóncavo para baixo em um intervalo aberto contendo c. 


Exemplos 


(a) Considere o gráfico de y — x? [ver Fig. 23-4(a)). Aqui у = 3x? € y" = бх. Como y" > 0 quando x > 0e 


у" « 0 quando x « 0, a curva é côncava para cima quando x > 0 е côncava para baixo quando x « 0. Há um 
ponto de inflexão na origem, onde a concavidade muda. Esse é o único possível ponto de inflexão, pois se 
y" = 6x.= 0, então x deve ser 0. 


(b) Sef"(c) = 0, o gráfico de f não precisa necessariamente ter um ponto de inflexão em x = c. Por exemplo, o 
gráfico de f(x) = x* [ver Fig. 23-4(b)] tem um mínimo relativo, não um ponto de inflexão, em x = 0, onde 
f") 12x? — 0. 
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(b) 
Fig. 23-4 


77 23.2 TESTE PARA EXTREMOS RELATIVOS 


Já sabemos, do Capítulo 14, que a condição fc) = 0 é necessária mas não suficiente para que uma função diferen- 
ciável f tenha um máximo ou mínimo relativo em x = c. Precisamos de alguma informação adicional que nos dirá 
se uma função realmente tem um extremo relativo em um ponto onde sua derivada é nula. 


Teorema 23-3 (Teste da Derivada Segunda para Extremos Relativos): | Sef'(c) = 0е f" (c) < 0, então f'admi- 
te um máximo relativo em c. Se f'(c) = 0 e f"(c) > 0, então ftem um mínimo relativo em c. 


Demonstração: Se f'(c) = 0, a reta tangente ao gráfico de fé horizontal em x = c. Se, além disso, fo) < 0, en- 
í tão, de acordo com o Teorema 23.1", о gráfico de fé côncavo para baixo nas proximidades de x = c. Assim, próxi- 
( mo de x = c, o gráfico de f deve estar abaixo da reta horizontal que passa por (c.f(c)); f tem, portanto, um máximo 


relativo em x = c [ver Fig. 23-5(a)]. Um argumento semelhante nos leva a um mínimo absoluto quando f"(c)»0 
[ver Fig. 23-5(b)]. 


Fig. 23-5 


ЕТ, КМ ТМ om m m 


Exemplo Considere a função f(x) = 2x? + x? — 4x + 2, Logo, 
РО) = 6x? + 2х—4 = 20x? + x — 2) = 2(3x — Mx + 1) 
Assim, se f(x) = 0, então 3x—2 =0 ou x + 1 = 0; ou seja, х = $ oux =- 1. Mas f"(x) = 12x + 2. Portanto, 


PI) =14-D+2=-12+2=-10<0 
FÉ) = 148) +2=84+2=10>0 


i " 
Para usarmos o Teorema 23.1 devemos assumir quef” 


é contínua em c e que existe em um intervalo aberto em torno de c. No entanto, um argumento mais ela- 
borado pode evitar tal hipótese. 


€ 
€ 

© 
© 
e 
© 
e 
o 
e 
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Fig. 23-6 


Como f"(-1) < 0, ftem um máximo relativo em x = — | com 
1-1) = 4-10 *(-1? - 4-122 24214-44225 


Como /"(3) > 0, ftem um mínimo relativo em x = 2, com 


2 2 2\2 2 16 4 8 16 12 72 54 10 
1(5)-A5) ZB O E 


O gráfico de fé exibido na Fig. 23-6. Mas como 


0) =10x+2= PE + j E d M (- 3l 


f(x) > O quando x> —$, ef"(x) < 0 quando x < —4. Logo, a curva é côncava para cima quando х > -ie 
$ q é Log р: q 


côncava para baixo em x < —1. Desse modo, deve haver um ponto de inflexão /, onde x = — 1. 
A partir do Problema 9.1 sabemos que 


lim f(x) = lim 2x? =+o e lim f(x) lim 2х3 = —co 


x+o 22+0 хэ — x>- o 


Assim, a curva se move para cima indefinidamente para a direita e para baixo indefinidamente para a esquerda. 
O teste da derivada segunda não nos diz nada quando f 
Fig. 23-7, onde em cada caso f'(0) = f"(0) = 0. 


Para distinguir entre os quatro casos exibidos na Fig. 23-7, considere o sinal da derivada f' imediatamente à 
esquerda e imediatamente à direita do ponto crítico. Lembrando que o sinal da derivada é o sinal do coeficiente 


angular da reta tangente, temos as quatro combinações mostradas na Fig. 23-8. Elas nos levam diretamente ao 
Teorema 23.4. 


(с) = 0e f"(c) = 0. Isso se mostra com os exemplos na 


Шш om o шшш эш ш a Ы ЭК 


ms 
Ee c diis osi di 


didus. 


F 
* 

€ 
€ 
E 
ғ 1 
9 
É 
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Лх) =х? 


(a) Ponto de inflexão em O (b) Mínimo relativo em O 


(c) Ponto de inflexão em O (d) Máximo relativo em O 


Fig. 23-7 


(a) (+,+) (b) (5-1) 


(с) (5 (d) (+.-} 
Fig. 23-8 
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Teorema 23-4 (Teste da Derivada Primeira para Extremos Relativos): Considere que (с) = 0. 


(-,+) Sef” é negativa à esquerda de c e positiva à direita de c, então f tem um mínimo rela- 
tivo em c. 


(+,-) Sef é positiva à esquerda de c e negativa à direita de с, então f tem um máximo rela- 
tivo em c. 


{+,+} Sef' tem o mesmo sinal à esquerda e à direita de c, então f tem um ponto de inflexão 
(4-) eme. 


23.3 ESBOCO DE GRÁFICOS 


Agora estamos preparados para esboçar os gráficos de uma grande variedade de funções. As características mais 
importantes de tais gráficos são: 
(i) Extremos relativos (se existirem) 
(ii) Pontos de inflexão (se existirem) 
(iii) Concavidade 
(iv) Assíntotas verticais e horizontais (se existirem) 
(v) Comportamento quando x tende a + oo e — oo 


O procedimento foi ilustrado com a função f(x) = 2x? + x? — 4x + 2 na Seção 23.2. Um exemplo a mais 
segue abaixo. 
Exemplo Esboce o gráfico da função racional 


9-4 


Primeiramente, a função é ímpar [isto é, Д— х) = – f()], de forma que basta representá-la graficamente para x 
positivo. O gráfico é então completado por reflexão na origem (ver Seção 7.3). 


Calcule as primeiras duas derivadas de f, 


Q8 + DD) - xD (x? +1) X *1-xQ) 1? 


То Q3 4 ly TY CRI 
2 2 2 A 2 2 
учо = D, fto ED : а us хро? +19) 
_ (к®+1)4—2х) - — x)? + 123)] 
Б (х2 + 19 
DOADA AA x] 243 — х) 2х(х – „х + 4/3) 
E an = + O (х2 + 1y 


Como 1 — x? = (1 — x1 + x), f(x) f (0) tem uma única raiz positiva, x = 1, na qual f"(1) = [—2(2)]/0P = 
— 5. Logo, pelo teste da derivada segunda, ftem um máximo relativo em x = 1. O valor máximo é f(1) = 4. 


Se examinamos a fórmula para f(x), 


PU) = 2х(х — „Зух + 43) 
E (х2 + 1) 
notamos que f(x) > 0 quando x > КЕ eque f(x) < 0 quando 0 < x < ~. Pelo Teorema 23.1, o gráfico de fé 


côncavo para cimaem x > Ja e côncavo para baixo em O < x < NS Portanto, há um ponto de inflexão / em 


х= Y, onde a concavidade muda. 
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Agora calcule 
á = 1х 0 
e тате LED 


о que mostra que о eixo x positivo é uma assíntota horizontal à direita. 
O gráfico, com sua extensão ao eixo x negativo (tracejada), é esboçado na Fig. 23-9. Observe como a concavi- 


dade de um tipo se reflete em concavidade de outro tipo. Assim, há um ponto de inflexão em x = —./3 e outro 


ponto de inflexão em x = 0. O valor f(1) = 3 é o máximo absoluto de fe f (— 1) = — 4 é о mínimo absoluto. 


Fi 
€ 
€ 
© 
e 
Єз Problemas Resolvidos 
ү EA ARS qeu A ысын ы К очы а ы ызы, „ы = ү 
( 23.1 Esboce o gráfico de f(x) = x — 1/x. 
A função é ímpar. Logo, podemos primeiro esboçar o gráfico para x > 0 e, em seguida, refletir na origem para obter 
o gráfico em x < 0. 
Ј As derivadas primeira е segunda são 
i 
C Ге) = руе 0) =1 (00 213 
IR ` 
C 2 
/ Г) = рд ex?)e —27% = 5 


Como f'(x) = 1 + (1/x?) > 0, fé uma função crescente. Além disso, para x > 0, o gráfico de fé côncavo para bai- 
xo, uma vez que f"(x) = —(2/x*) < 0 quando x > 0. A reta y = x mostra ser uma assíntota, pois 
NES 
lim [x —f(x)]] = lim -=0 
xo хэ+о 


Сото 


lim f()= im -i = lim (-)- 00 
x-0* x-0* x, x-04N X 


o gráfico de f tem o eixo y negativo como uma assíntota vertical. 


Observe que x = 0, onde f não é definida, é o único ponto crítico. O gráfico é esboçado, para todo x, na Fig. 23-10. 
Apesar da concavidade mudar em x = 0, não há ponto de inflexão nessa ordenada, pois f(0) não é definida. 


gem 27 ее e са 
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Fig.2310 ` Fig. 23-11 


23.2 Esboce o gráfico de f(x) = ix* — x? + 4x + 2. 


A derivada primeira é f'(x) = x? — 3x? + 4. Podemos determinar que -1 é uma raiz de x? — 3x? + 4. 


ALGEBRA Ao se procurar por raízes de um polinômio, primeiro tente os fatores inteiros da constante. Nesse caso, os fatores 


de4são +1, +2, +4. 
— A A Á''— eee TELS 
Assim (Teorema 7.2), f(x) é divisível por x + 1. A divisão resulta em 


X = 3x? +4 = (x DG — dx + 4) = (х + x — 2)? 
Logo, os pontos críticos são x = — 1 e x = 2. Mas 
f'(x) = 3x3 — бх = 3x(x — 2) 


Logo, f"(- 1) = 3(—1)(— 1-2) = 9. Assim, pelo teste da derivada segunda, f tem um mínimo relativo em x = -1. 
Como f"(2) = 3(2)(2-2) = 0, fazemos o teste da derivada primeira em x = 2. 


Ро) = (х + 1(х — 2) 
Em ambos os lados de x = 2, f'(x) > 0, jáquex + 12 0e (x — 2)? > 0. Esse © о caso (4,*]. Há um ponto de inflexão 


em (2,6). Além disso, f"(x) muda de sinal em x = 0, de modo que existe um ponto de inflexão também em (0,2). Como 


lim /()= lim Lati 


xico ata? 


o gráfico sobe indefinidamente pela esquerda e pela direita. O gráfico é exibido na Fig. 23-11. 


23.3 Esboceo gráfico de f(x) = x* — 8x2, 


Como a função é par, restringimos a atenção para x > 0. 


FU) = 4x? — 16x = 4x(x? — 4) = Ax(x — 2x + 2) 
Г") = 12x? — 16 = 43x? — 4) = ie & j = n(x + 2-5 E E 
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Os pontos críticos não-negativos são x = 0 e x = 2. Testando, 


Го) 


— 16 máximo relativo 
32 mínimo relativo 


O ponto de inflexão 


Observando o sinal de f"(x), vemos que o gráfico será côncavo para baixo em 0 < x < UAE e cóncavo para cima em 


x» 2143. Como lim f(x)= +00, o gráfico sobe à direita indefinidamente. 


хе +00 
O gráfico é esboçado na Fig. 23-12. Observe que, no conjunto de todos os números reais, ftem um mínimo absolu- 
to de -16em x = +2, mas nenhum valor de máximo absoluto. 


Fig. 23-12 


Problemas Complementares 


234 Determine os intervalos nos quais os gráficos das seguintes funções são cóncavos para cima e os intervalos onde eles sáo 


cóncavos para baixo. Encontre todos os pontos de inflexão. [EG] Verifique suas soluções em uma calculadora gráfica. 


(à) f()-x-x412 (b (х) = xt + 18x? + 1208 +x +1 
(à Јо) = х? +15 6x1 dd Д) = E (9 Јо) = 5х - х5 


23.5 Encontre os pontos críticos das seguintes funções e determine se cles correspondem a máximos relativos, mínimos rela- 
tivos, pontos de inflexão ou nenhum desses casos. СС] Verifique suas soluções em uma calculadora gráfica. 


(à fo)=8-3x+x ©) fO) = xt 182249 
2 


© Јо) = х? 5х2 -8х+3 — (d) 70) = – (9 fe) 3— 
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23.6 Esboce os gráficos das scguintes funções, exibindo extremos (relativos ou absolutos), pontos de inflexão, assíntotas e 


comportamento no infinito. [CG] Verifique suas soluções com uma calculadora gráfica. 


() f=- (0) Лә) x - 2x3 —4x €3.— (с) Г) = х 2) 


(à) f()-x*-46 (0) f(x) = 3х5 —20 (Г) = Ух 1 
2,2 x?-3 2 (x — 19? 
() Јод =х to ( fe9- P @) ==> 


23.7 Se, para todo x, f'(x) > 0 e f"(x) < 0, qual(is) das curvas na Fig, 23-13 poderia ser parte do gráfico de f? 


(a) (e) 
Fig. 23-13 


23.8 Em qual(is), entre os cinco pontos indicados no gráfico da Fig. 23-14, que y' e y" têm o mesmo sinal? 


à» 


Fig. 23-14 


239 Seja f(x) = ax? + bx + с, com a £ Q, (a) Quantos extremos relativos que f tem? (b) Quantos pontos de inflexão exis- 
tem no gráfico de f? (c) Qual é o tipo de curva do gráfico de f? 


23.10 Seja f contínua para todo x, com um máximo relativo em (-1,4) e um mínimo relativo em (3,-2). Qual(is) das seguintes 
afirmações deve(m) ser verdadeira(s)? (a) O gráfico de ftem um ponto de inflexão em algum x no intervalo (-1,3). (b) O 
gráfico de ftem uma assíntota vertical. (c) O gráfico de ftem uma assíntota horizontal. (Df(3) = 0. (e) O gráfico de ftem 


uma reta tangente horizontal em x = —1. (f) O gráfico de f'intersecta ambos os eixos x e y. (g) ftem um máximo absoluto 
no conjunto dos números reais. 


e 
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e 
t 

© 
E 


23.11 Se f(x) = хэ + 32 + k tem trés raízes reais distintas, quais são as limitações sobre k? [Sugestão: ЕѕБосе o gráfico de 


f; usando f" e f”. Em quantos pontos que o gráfico de f corta o eixo x) 


23.12 Esboce o gráfico de uma função contínua, ftal que: 


23.13 


23.14 


2315 


23.16 


23.17 


23.18 


23.19 


(а) X1)=-2,f'(1) = 0, Р(х) > 0 para todo x 
(b) 12) = 3, f2) = 0, f” (x) < 0 para todo x 


(с) AD =1,f)<0parax> 1,f"() »Oparax«1, lim Јо) = +, lim f(x) = —co 


x хэ-ю 
(d) f(0)-0,f"(x) < 0 рагах> 0,f"(x) > Орагах<0, lim Рх) = 1, lim f(x) - —1 
(e) ЛО) = 1,f"() « 0 para x € 0, lim f(x) = +00, lim Ге) = – 20 
rmi kd х+0= 


( ЛО) = 0,7" (х) > 0 para x « ,f"(x) «Oparax » 0, lim (х) = +оо, lim f'(x) = +0 


»*0- x-20* 


(8) f0)-1/"Q)«0se x 0, lim f(x) = 0, lim (х) = —co 


x-0* x0- 


Seja fu) = xx - I| para x pertencente a [- 1,2]. (a) Para quais valores de x que f é contínua? (5) Em quais valores de x que 

fé diferenciável? Calcule f'(x). [Sugestão: "Analise separadamente os casos x >1 e x < 1.] (c) Onde que fé uma função 
crescente? (d) Calcule f"(x). (е) Onde que o gráfico de f é côncavo para cima e onde é côncavo para baixo? (f) Esboce o 
gráfico de f. 


Dadas as funções fe g tais que, para todo x, (i) (g(x)}? — (G9? = 1; (i) Р) = (a9); GDS e (o existem, (iv) 


8(х) < 0e (у) КО) = 0, mostre que: (a) g'(x) = Дх) (х); (b) g tem um máximo relativo em x = 0; (c) ftem um ponto de in- 
flexão emx = 0. 


Para qual valor de k que x — Кх”! terá um máximo relativo em x = — 22 


Seja f(x) = х* + Ax? + Bx? + Cx + D. Considere que o gráfico de y = f(x) é simétrico em relação ao eixo y, tem um 


máximo relativo em (0,1) e um mínimo absoluto em (k,-3). Encontre A, B, C e D, bem como o(s) possível(is) valor(es) 
para k. 


Prove o Teorema 23.1. [Sugestão: Considere que f”(x) > 0 em (a,b) e seja c um ponto de (a,b). A equação da reta tan- 


gente em x = cé y = f'(c(x — c) + ftc). Deve ser mostrado que f(x) > f'(c)(x — c) + fc). Mas o teorema do valor médio 
nos diz que 


Јо) = Ро) — с) + fo) 
onde x* está entre x e c e como f(x) > 0 em (a,b), f é crescente.] 


Dé uma demonstracáo rigorosa para o teste da derivada segunda (Teorema 23.3). [Sugestão: Assuma f'(c) = Oe fc) 


< 0. Como f“(c) < 0, lim Pexn-fa < 0. Logo, existe б > 0 tal que para |A| < б, He +h-Me 0, e co- 


< 

h+0 h 

mo f'(c) = 0, fc + h) < O parah>0 e f'(c + h) > O para h < 0. Pelo teorema do valor médio, se |h| « à, 

f(c + һ)— f(o) 
h 


= f'(c + h,) para algum c + h, entrecec+ h. Portanto, Іл. [< |А eseh » 0ouh «0, podemos in- 


ferir que fc + h) — ftc) < 0; ou seja, Ле + А) < ftc). Assim, f tem um máximo relativo em c. O caso no qual f^(c) > 0 se 
reduz ao primeiro caso se trabalharmos com EA! 


3(x? — 1) 
Considere f(x) = — ———. 
fe x43 
(a) Encontre todos os intervalos abertos onde fé crescente. (b) Encontre todos os pontos críticos e determine se eles cor- 
respondem a máximos relativos, mínimos relativos ou nenhum desses casos. (c) Descreva a concavidade do gráfico 


de fe encontre todos os pontos de inflexão (se houver algum). (d) Esboce o gráfico de f. Mostre quaisquer assínto- 
tas horizontal ou vertical. 
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2320 No gráfico de y = f(x) na Fig. 23-15: (a) encontre todos os x tais que f'(x) > 0; (b) encontre todos os x tais que f” (x) > 0. 


(4; 0,75) 


2 
Н 
1 
V 
1 
| 
П 
' 
н 
п 
1 
н 
1 


Fig. 23-15 
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Capítulo 24 


Mais Problemas de 
Máximos e Mínimos 


Até agora temos sidos capazes de encontrar os máximos e mínimos absolutos de funções diferenciáveis apenas em 
intervalos fechados (ver Seção 14.2). O resultado a seguir freqüentemente nos capacita a lidar com casos nos quais 
a função é definida em um intervalo semi-aberto, aberto, infinito ou mesmo no conjunto de todos os números reais. 


Lembre-se que, em geral, não há qualquer garantia de que uma função tem algum máximo absoluto ou mínimo ab- 
soluto em tais domínios. 


Teorema 24.1: Seja fuma função contínua em um intervalo $, com um único extremo relativo em 4. Então es- 
se extremo relativo é também um extremo absoluto em .?. 


Argumento intuitivo: Observe a Fig. 24-1. Suponha que ftem um máximo relativo em c e nenhum outro extremo 
relativo no interior de 4, Considere outro número qualquer d em 4. A curva desce em am- 
bos os lados de c. Logo, se o valor f(d) fosse maior que fc) então, em algum ponto u entre c 
€ d, a curva deveria mudar de direção e subir. Mas então f teria um mínimo relativo em и, 
contrariando nossa hipótese. O resultado para um mínimo relativo segue pela aplicação do 
mesmo resultado em —f. 
Para uma demonstração rigorosa, ver Problema 24.20 


Fig. 24-1 
Exemplos . 


(a) Encontre a menor distância do ponto P(1, 0) à parábola x = y” [ver Fig. 24-2(a)]. 
A distáncia de um ponto arbitrário Q(x, у) da parábola ao ponto P(1, 0) é, de acordo com (2.1), 


u= ix iy + у? 
=e- +x  Di-xatgl 


= х -2x+1+x=, х1 
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(b) 


Mas minimizar u é equivalente a minimizar u^ = F(x) — x! -x+ 1 no intervalo [0, + co) (o valor de x está restrito 
pelo fato de que x= у 20). 


Е(х) -2x—-1 F'(x = 2 
O único ponto crítico é а solução de 
F(x)=2x-1=0 ou х=} 


Mas F"(3). Logo, pelo teste da derivada segunda, a função F tem um mínimo relativo em x = 4. O Teorema 
24.1 implica que esse é um mínimo absoluto. Quando x = +, 


Assim, os pontos da parábola mais próximos de (1, 0) são (4, Jn») el - ap). 


Uma caixa aberta (ou seja, uma caixa sem tampa) deve ser feita com uma base quadrada [ver Fig. 24-2(b)] e se 
exige que tenha um volume de 48 polegadas cúbicas. O fundo da caixa custa 3 centavos por polegada quadra- 
da, enquanto as paredes laterais custam 2 centavos por polegada quadrada. Encontre as dimensões que minimi- 
Zaráo o custo da caixa. 

” Seja х o lado do quadrado do fundo e seja h a altura. Então o custo do fundo é Зх? e o custo de cada uma 
das quatro laterais é 2xh, dando um custo total de : 


С = 3x? + 4(2xh) = 3x? + 8xh 


O volume é V = 48 = x°h. Logo, h = 48/x e 
48 384 
C=3x + sa) =3x? ea 3x? + 384x^! 


que deve ser minimizada em (0, + oo). Mas 


d 
E atoa 58 
dx x 


e assim os pontos críticos são soluções de 


6 E. 0 
e. 
x = 64 
x=4 
Mas 
ФС 768 


(BM 64 > 0 


para todos os x positivos; em particular, para x = 4. Pelo teste da derivada segunda, C tem um mínimo relativo 
em x=4. Mas como 4 é o único ponto crítico positivo e C é contínua em (0, + œ), o Teorema 24.1 nos diz que 
C tem um mínimo absoluto em х = 4. Quando x =4, 


Assim, o lado da base deveria ser de 4 polegadas e a altura de 3 polegadas. 
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Fig. 24-2 


Problemas Resolvidos 


24.1 Um fazendeiro deve cercar um terreno retangular com um dos lados ao longo de um riacho; nenhuma cerca é ne- 


cessária naquele tado: Se a área deve ser de 1800 metros quadrados е a cerca custa $2 por metro; quais as dimen- 
sões que minimizarão o custo? 


Sejam x e y os comprimentos dos lados paralelos e perpendiculares ao riacho, respectivamente. Então o custo C é 
C = 2(x + 2y) 2 2x + 4y 
Mas 1800 = xy, ou x = 1800/y, de modo que 


c9) +4, 2 ay 30007714 y 


х 


Queremos minimizar С(у) para у > 0. Assim, procuramos por pontos críticos positivos 


3600 
«—+4=0 
y 
3600 
(Uy 
2360 _ 

4 
у= +30 

ФС s E. + 7200 ^ 

Mas dy = dy (-3600y “+ 4) =7200y*= E » que é positivo em y = +30. Logo, pelo teste da derivada segunda, C 


admite um mínimo relativo em y = 30, Como y = 30 é o único ponto crítico positivo, não pode haver outro extremo rela- 
"tivo no intervalo (0. + œ). Portanto, C tem um mínimo absoluto em y = 30, pelo Teorema 24.1. Quando y = 30 metros, 


1800 1800 


- p = EN = 60 metros 
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24.2 Se c, cy... , €, São os resultados de n medições de uma quantidade desconhecida, um método para estimar o va- 
lor de tal quantidade é determinar o número x que minimiza a função 


SO = (б — e +0 о) +++ + (х— 0)? 


Esse método é chamado de princípio dos mínimos quadrados. Encontre o valor de x determinado pelo princípio dos mí- 
nimos quadrados. 


Ло) = Ax — с) + Ax с) i + Ax о) 
Para encontrar os pontos críticos, 


2(х — с) + 2х—с,) + + Ux—c,)=0 
(х—-с)+(х—с,)++(х—с)=0 
пх (с, + с) ++ с)=0 
нх = ср +65 + + с, 
хажат жо 
п 


Quando f"(x) 224 2. ..--2-2n > 0, temos, pelo teste da derivada segunda, um mínimo relativo de f no único ponto 
crítico. Pelo Teorema 24.1, esse mínimo relativo é também um mínimo absoluto no conjunto de todos os números reais x. 
Assim, o princípio dos mínimos quadrados estipula a média das n medições. 


4x? — 3 


243 Seja Дх) = para 0 < x € 1. Encontre os extremos absolutos, se existirem, de f em [0, 1). 


ЕЕ (x — DD 4x? — 3) — (4x? — 3D dx — 1) e (x — 18x) — (4x? — 3)(1) 
183 =P NEST 
_ 8x? -Bx 4х2 +3 4x2-8x+3 (2х - 30x - D) 
Е (х ~ 1? CG (Ip 


Para encontrar os pontos críticos, faça f(x) = 0, 


(2х — 32x — 1) 
&-y 7 

(2х — 3x —1)-0 
2x-3=0 ou 2x-1=0 


x=3 ou x=) 


Portanto, o único ponto crítico em (0, 1) é x = +. 
Usemos o teste da derivada primeira (Teorema 23.4), 


Ох – 3)0х –1) Ux) "2x2 4x-3«-3) 
e- A &-m-* 


Ро = 


Para x imediatamente à esquerda de $, x- $ <ex— 3 < бе, assim, f(x) > 0. Para x imediatamente à direita de 1,x- $ > 
Оех- 3 «0e, assim, f(x) < 0. Portanto, temos o caso (+, –) e ftem um máximo relativo em x = 3. (O teste da derivada 


segunda poderia ter sido usado no lugar desse.) A função fnão tem nenhum mínimo absoluto em [0, 1). Seu gráfico tem a re- 


2 
tax= | como assíntota vertical, uma vez que lim f(x) = lim 403 = — со (ver Fig. 24-3).' 
1 


хэї- x-i- 


42-3 


x-l 


1 
! Observe que =4x+1)+ X=1 = quandox >, 
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Fig. 24-3 


Problemas Complementares 


244 Um terreno retangular deve ser cercado de modo que a área resultante seja de 100 metros quadrados. Determine as 


24,5 
24.6 
24.7 


24.8 


24.9 


24.10 


24.11 


24.12 


dimensões desse terreno (se houver solução) para que o perímetro seja: (a) um máximo; (b) um mínimo. 
Encontre os pontos na parábola 2x = y^ mais próximos ao ponto (1, 0). 
Encontre os pontos da hipérbole x — y? = 2 mais próximos do ponto (0, 1). 


Uma caixa fechada com uma base quadrada deve ter 252 pés cúbicos. O fundo custa $ 5 por pé quadrado, a tampa cus- 
ta $ 2 o pé quadrado e as laterais custam $ 3 por cada pé quadrado. Determine as dimensões que minimizarão o custo. 
2 
AT "m. ga x+4 
Encontre o máximo e o mínimo absolutos (se existirem) de, Дх) = 2 
x= 
Uma determinada página deve conter 60 centímetros quadrados de material impresso. Devem haver margens de 5 


centímetros em cada lado e margens de 3 centímetros em baixo e no topo. Qual o tamanho das linhas impressas pa- 
ra minimizar a quantia de papel usado? 


no intervalo [0, 2). 


Um fazendeiro deseja cercar um terreno retangular de 10 000 pés quadrados. As cercas norte-sul custarão $ 1 +50 por pé 
enquanto as cercas leste-oeste custarão $ 6,00 cada pé. Determine as dimensões do terreno que minimizarão o custo. 


(a) Esboce o gráfico de 13% 


(b) Encontre o ponto do gráfico onde a reta tangente tem o maior coeficiente angular. 


(a) Determine as dimensões da lata cilíndrica fechada [ver Fig. 24-4(a)] que terá uma capacidade de k unidades 
de volume e terá usado a menor quantia de material. Encontre a razáo entre a altura h e o raio r da base e do 
topo. (O volume é V = 77h, e a área lateral é $ = 2xrh.) 


(b) Sea base e o topo da lata devem ser cortados a partir de pedaços quadrados de metal e o resto desses quadra- 


dos é desperdiçado [ver Fig. 24-4(b)], encontre as dimensões que minimizarão a quantia de material usado e 
determine a razão entre a altura e o raio. 


(b) 
Fig. 24-4 
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24.15 


24.14 


24,15 


о А(х, 0) х 


Рід. 24-5 Fig. 24-6 


Um соро em forma de cone е com paredes finas deve suportar 367 polegadas cúbicas de água quando cheio. Quais 
dimensões minimizarão a quantia de material necessária para o соро? (O volume é У = 4 ztr^h e área da superfície 
é А = лт; ver Fig. 24-5.) 


(a) Encontre os extremos absolutos em [0, + со] de f(x) = (b) Esboce o gráfico de f. 


x 
(х2 + 1)22` 
Uma lixeira retangular, aberta no topo, deve conter um volume de 128 metros cúbicos. Se а base for um quadrado, 


a um custo de $ 2 por metro quadrado, e as laterais custam $ 0,50 cada metros quadrado, quais dimensões minimi- 


24.16 


24.17 


24.18 


24.19 


24.20 


24.21 


24.22 


zarão o custo? 


O preço de venda P de um item é 100 — 0,02x dólares, sendo que x denota o número de itens produzidos diariamen- 
te. Se o custo C para produzir e vender x itens é 40x + 15 000 dólares por dia, quantos itens deveriam ser produzi- 
dos e vendidos a fim de maximizar o lucro? 


Considere todas as retas que passam pelo ponto (1, 3) e que interceptam o eixo x positivo em A(x, 0) e o eixo y po- 
sitivo em 2(0, y) (ver Fig. 24-6). Encontre a reta que torna a área do ABOA mínima. 


Considere a função f(x) = ; x E . (a) Para qual valor de k que f terá um mínimo em x = -2? 
x 


Encontre os pontos do gráfico de Зх’ + 10xy + 3y? = 9 mais próximos da origem. [Sugestão: Minimize x^ + y^, fa- 
zendo uso de derivação implícita.] 


Preencha as lacunas na seguinte demonstração do Teorema 24.1. Considere que fé contínua em um intervalo 4. As- 
suma que ftem um máximo relativo em c pertencente a 4, mas nenhum outro extremo relativo em 4. Devemos pro- 
var que ftem um máximo absoluto em $ no ponto c. Suponha, por absurdo, que d  c é um ponto em $ com Дс) < 
Ка). No intervalo fechado 4 com pontos de fronteira c e d, f admite um mínimo absoluto em algum ponto u. Como 
ftem um máximo relativo em c, u é diferente de c e, portanto, Au) < fc). Logo, и + d. Portanto, u está no interior 
de $ e assim ftem um mínimo relativo em u # c. 


Prove o seguinte teorema, semelhante ao Teorema 24.1: Se o gráfico de fé côncavo para cima (para baixo) em um 
intervalo $, então qualquer mínimo (máximo) relativo de fem 4 é um mínimo (máximo) absoluto em $. [Suges- 
tão: Considere a relação entre o gráfico de fe a reta tangente no extremo relativo.) 


Encontre os extremos absolutos (se existirem) de, Дх) =x" 4 x? em C1, IJ. 


Medida de Ângulos 


25.1 COMPRIMENTO DE ARCO E MEDIDA EM RADIANOS 


A Figura 25-1(a) ilustra o sistema tradicional de medida de ângulos. Uma rotação completa é dividida em 360 par- 

tes iguais e a medida assinalada para cada parte chama-se um grau. Em matemática e ciência moderna é interessan- 

te definir uma unidade diferente para medida de ângulos. 

Definição: Considere um círculo com um raio de uma unidade [ver Fig. 25-1(b)]. Seja C o centro e sejam CA e 
CB dois raios com os quais o arco interceptado ÁB do círculo tem comprimento 1. Logo, o ângulo 
central ACB é considerado como tendo uma unidade de medida, um radiano. 


Seja X o número de graus em x ACB de medida 1 radiano. Então, a razão entre X e 360º (uma volta completa) 
é igual à razão entre АВ e a circunferência inteira 27. Como АВ = 1, 


X l yo 3010 
360 2x om n 
Assim, 1 radiano = 2 graus (25.1) 
x 


Se consideramos Т como sendo aproximadamente 3, 14, então 1 radiano é aproximadamente igual a 57,3 graus. Se 
multiplicamos (25.7) por л/180, temos 


п " 
1 grau = 180 radianos (25.2) 


Fig. 25-1 
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Exemplo Determinemos a medida em radianos de alguns ângulos “notáveis” dados em graus. Claramente, o ân- 
gulo nulo é 0 em qualquer medida. Para um ângulo de 30º, (25.2) nos dá 


30º = э radianos ) =; radianos 
Para um ângulo de 45°, 

45° = Еа radianos) = radianos 
e assim por diante, de modo a gerar a Tabeta 25-1. Essa tabela deveria ser memorizada pelo estudante, o qual fre- 
qüentemente lidará com graus e radianos. 


Tabela 25-1 
Graus Radianos 

0 0 

т 

30 - 
6 

т 

45 - 
4 

л 

60 pa 
3 

л 

90 E 
2 

180 л 
3n 
270 — 
2 
360 2n 


Considere agora um círculo de raio r e centro O (ver Fig. 25-2). Considere que X DOE tem Ө radianos e seja s 
o comprimento do arco DE. A razão entre Өе o número 27: de radianos de uma volta completa é igual à razão en- 
tre se a circunferência completa 27r, 0/2: = 5/27. Logo, 


s=r0 (25.3) 


nos dá a relacáo básica entre o comprimento de arco, o raio e a medida em radianos do ángulo central. 


D 
s 


Fig. 25-2 


25.2 ÂNGULOS DIRECIONADOS 


Angulos podem ser classificados como positivos ou negativos, de acordo com a direção da rotação que os gera. Na 
Fig. 25-3(a), observamos que o ângulo direcionado AOB é considerado positivo quando é obtido da rotação da fle- 
cha OA em direção à flecha OB no sentido anti-horário. Por outro lado, o ângulo direcionado AOB na Fig. 25-3(b) 
é considerado negativo se é gerado a partir de uma rotação da flecha OA na direção da flecha OB no sentido horá- 
rio. Alguns exemplos de ângulos direcionados e suas medidas em radianos são exibidos na Fig. 25-4. 


€ 


P 


ecc 


nosso 


Caríruto 25 * Meia ое ÂncuLos _ 193 


B o A 
0 А B 
(a) (b) 
Fig. 25-3 
3X a 
7 M = M LM 2 19010195 21 radianos 
t radianos $ radianos radianos (270º) (360°) 
(45º) (90º) (180º) 


= 2 radianos 5 Е radianos = sE radianos ЖОРУК 
(=45°) (— 90°) C 270°) (~ 360°) 


Fig. 25-4 


Alguns ângulos direcionados correspondentes a mais que uma volta completa são mostrados na Fig. 25-5. É 
óbvio que ângulos direcionados cujas medidas em radianos diferem por um múltiplo inteiro de 27 (por exemplo, o 


primeiro e o último ângulo na Fig. 25-5) representam confi gurações idênticas de duas flechas. Dizemos que tais án- 
gulos “têm os mesmos lados”. 


b ә 


+11 volta +1} volta —lê volta 


+24 voltas 
ou ou ou ou 
+ 3% radianos + 37 radianos m: radianos * E radianos 
Fig. 25-5 
Problemas Resolvidos 


25.1 Expresse em radianos um ângulo de: (a) 72*; (b) 150º. 
Use (25.2). 


т 2-36 2л 
72° = 72| — radi =D i => radi 
(a) * 50 ra ios) 5-36 (x radianos) 5 radianos 


50 E 
pi 50 200 A anis 


b = 
© EA 639) "^ 76 
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25.2 Expresse em graus um ángulo de: (a) 57/2 radianos; (b) 0,3 radianos; (с) 3 radianos. 


E RA 


Use (25.1). 
Ss. 51 (180 5 Е y 
(a) т; 1818108 =77 ( x sas) = 12 х 180° = 75 i 


03 
(b) 0,37 radianos —— x 180° = 54° 
л 


3 540\° 
(с) 3 radianos== х 180º = ES) a 172° 
т т 
Já que 7 = 3,14. 


25.3 (a) Ет um círculo de raio com 5 centímetros, qual comprimento de arco ao longo da circunferência é intercepta- 
do por um ángulo central de 7/3 radianos? 


(b) Em um círculo de raio de 12 pés, qual comprimento de arco ao longo da circunferência é intersectado por um 
ângulo central de 30°? 


Use (25.3): s = r. 
(a) 5=5х 5 = = centímetros 
(b) O ângulo central deve ser convertido para medida em radianos. Pela Tabela 25-1, 
OR 


25.4 O ponteiro de minutos de um antigo relógio de uma torre mede 5 pés de comprimento. Quanto tempo se passa 
quando a ponta percorre um arco de 188,4 polegadas? 


Na fórmula Ө = s/r, s e r devem ser expressos na mesma unidade de comprimento. Escolhendo pés, temos s = 
188,4/12 = 15,7 pés e r = 5 pés. Logo, 


15,7 . 
9= GF = 3,14 radianos 
Isso se aproxima bastante de 7 radianos, que corresponde a meia-volta, ou 30 minutos de tempo. 


25.5 Quais ángulos (positivos) entre O e 27 radianos têm os mesmos lados de ângulos com as seguintes medidas? 


(a) = radianos (b 390 (с) — > radianos (dy 33m ашат 


(a) | O 


Logo, 97/4 radianos determina uma rotação completa em sentido anti-horário (27 radianos) mais uma rotação de 7/4 
radianos (45º) em sentido anti-horário [ver Fig. 25-6(a)]. O “ângulo reduzido”; ou seja, o ângulo com medida em 
[0,27) e que tem os mesmos lados do ángulo dado é, portanto, 1/4 radianos. 

(b) 390° = 360º + 30º = (27 radianos) + (2/6 radianos) [ver Fig. 25-6(b)]. O ângulo reduzido é 7/6 radianos (ou 30°). 


(c) Uma rotação em sentido horário de 772 radianos (90º) é equivalente a uma rotação em sentido anti-horário de 27 — 
7/2 = 37/2 radianos [ver Fig. 25-6(c)]. Logo, o ângulo reduzido é 37/2 radianos. 


(d) Somando um múltiplo adequado de 27 ao ângulo dado, temos -3л+ 47 = +7 radianos; ou seja, uma rotação em sen- 


tido horário de 37 radianos é equivalente a uma rotação em sentido anti-horário de л radianos [ver Fig. 25-6(d)]. O És 
ângulo reduzido é z radianos. 


Е p" 
\ / $ 
С T / \ 
(а) (b) (c) 


(d) 
Fig. 25-6 


* N.deT: Apenascomo curiosidade, uma aproximação melhor para z é 3,14159265358979323846.) 
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Problemas Complementares 


25.6 
M 

| 257 

| 25.8 
6 

€ І 25.9 
€ 
e 
é 

€ 25.10 
e 

S 
25.11 
( 25.12 


0000 


#”% є"ч т cS 


Converta as seguintes medidas de ángulos de graus para radianos: (а) 36°; (b) 15°; (с) 2º; (d) (90/z)*; 
(e) 144º. 


Converta as seguintes medidas de ângulos de radianos para graus: (а) 2 radianos; (b) 7/5 radianos; (c) 7/12 
radianos; (d) 5z/4radianos; (e) 73/6 radianos. 


Se um inseto percorre uma distância de 37 centímetros ao longo de um arco circular e se esse arco compreende um 
ângulo central de 45º, qual é o raio do círculo? 


Em cada um dos seguintes casos, a partir da informação sobre duas das quantidades s (arco interceptado), r (raio) 
e 8 (ângulo central), encontre a terceira quantidade. (Se apenas um número é dado para 6, assuma que se trata do 
número de radianos) (a) r= 10, 0— лї5; (b) (equação), s = 11/21; (с) r= 1, $ = 7/4; (d)r=2,5=3;(e)r=3,0= 
90°; (f) 0= 180º, s=6,28318; (а) rz 10, 6= 120º. 


Se um ângulo central de um círculo de raio r mede 6 radianos, determine a área A do setor do círculo definido pe- 
lo ángulo central (ver Fig. 25-7). [Sugestão: A área do círculo inteiro é mr.) 


Nu uM 


Fig. 25-7 


Faça representações gráficas das rotações que determinam ângulos que medem: (а) 405º; (Б) 117/4 radianos: (c) 
7л/2. radianos; (d) — 60º; (e) — z/6 radianos; (f) – 5/2 radianos. 


Reduza cada ângulo do Problema 25.11 ao intervalo de 0 a 2x radianos. 


Capítulo 26 


Funções Seno e Co-seno 


26.1 DEFINIÇÃO GERAL 


As funções trigonométricas fundamentais, seno e co-seno, terão um importante papel no cálculo. Essas funções 
serão agora definidas para todos os números reais. 


Definição: Coloque uma flecha бА de comprimento unitário de forma que seu ponto inicial O é a origem de um 
sistema de coordenadas e seu ponto terminal A é o ponto (1,0) do eixo x (ver Fig. 26-1). Para qualquer 
número Ө dado, rotacione ОА em torno do ponto O por um ángulo que mede Ө radianos. Seja OB а 
posição final da flecha após a rotação. Logo: (1) a coordenada x de B é definida como o co-seno de 0, 
denotado por cos Ө, (ii) a coordenada y de В é definida como sendo o seno de Ө, denotado por sen Ө. 
Assim, В = (cos Ө, sen б). 


B(cos 0, sen 0) 


A(,0 x 


Fig. 26-1 
Exemplos 


(a) Seja 8= л/2. Se rotacionamos OA 2/2 radianos no sentido anti-horário, а posição final B é (0, 1) [ver Fig. 26- 
2(a)]. Logo, 


cos5=0 елд =! 


€ 
e 
© 
© 
e 


Ка 


© 
€ 
© 
É Y 
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(b) Seja Ө = л. Se rotacionamos ОА 7 radianos no sentido anti-horário, а posição final B é (-1,0) [ver Fig. 26- 
2(b)]. Portanto, 


cos T —1 sena = 0 


(а) (b) (c) 
Fig. 26-2 


(c) Seja Ө= 37/2. Logo, a posição final В, após uma rotação de 37/2 radianos no sentido anti-horário, é (0, = 1) 
[ver Fig. 26-2(c)]. Logo, 


3 
cos Ho а^ = 1 


(d) Seja 8=0. Se ОА é rotacionado em O radianos, а posição final ainda é (1, 0). Portanto, 
cos 0= 1 sin 0 = 0 


(e) Seja um ângulo agudo (0 < Ө < 7/2) do triângulo retângulo DEF e seja AOBG um triângulo semelhante com 
hipotenusa 1 (ver Fig. 26-3). Por proporcionalidade, BG =b/ce OG = alc. Assim, por definição, cos Ө = а/с, 
sen Ө = b/c. Isso está em acordo com as definições tradicionais: 


cateto adjacente cateto oposto 
088 = —— seng= —————— 
hipotenusa hipotenusa 


cateto 


oposto, b B(cos 6, sen 0) 


D cateto F о а сб A(1,0) х 
adjacente, а с 


Fig. 26-3 


Conseqüentemente, podemos fazer uso dos valores das funções para 0 = 7/6, 7/4 e 7/3 da trignometria do 
ensino médio. Os resultados são reunidos na Tabela 26-1 ‚ а qual deve ser memorizada. 
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Tabela 26-1 


radianos 


A definição acima implica que os sinais de cos Өе sen Ө são determinados pelo quadrante no qual B está. 
No primeiro quadrante, cos 50 e sen 6 50: No segundo quadrante, cós'9 < OE sen 0 5 0. No terceiro quad- 
rante, cos Ө < 0 e sen 0 < 0. No quarto quadrante, cos 9 > 0 e sen Ө < O (ver Fig. 26-4). 


- + 
(cos 8, sen 0) 


+ + 
(cos 8, sen 0) 


(cos 8, sen 8) 
+ 


(cos 8, sen 6) 


Fig. 26-4 


26.2 PROPRIEDADES 
Listamos os seguintes teoremas, os quais fornecem as propriedades mais importantes das funções seno e co-seno. 
Teorema 26.1: — sen! Ө+ cos! Ө= 1. 
Demonstração: Na Fig. 26-1 o comprimento de OB é dado por (2.1), 
1 = A/(cos  — 0? + (sen 8 — 0}? — cos 6)? + (sen 0) 


Elevando ao quadrado ambos os lados e usando as notações convencionais (sen 7) = sen? Өе (cos Ө) nos dá о Teo- 
гета 26.1. 


Corolário: 1- šen? 8- cos! Өе 1 - cos? ө= еп? Ө 


Ы LII oL x a 
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Exemplo Seja Ө а medida em radianos de um ângulo agudo tal que Ө= 3. Pelo Teorema 26.1 ; 


2 
E) + соз? 0 = 1 


TRE 


9 16 
cos? p=1- = z 


25 25 


TEM pe a 
las Es 


Como 9 é um ángulo agudo, cos Oé positivo; $. 
Já vimos (Capítulo 25) que dois ângulos que diferem por um múltiplo inteiro de 277 radianos (360º) têm os mes- 
mos lados. Isso nos dá o: 
Teorema 26.2: . As funções seno e co-seno são periódicas, de período 2л; ou seja, para todo 0, 
cos (8 + 2x) = cos 0 sen (9 + 2л) = sen 0 
| (Мав que iss; 2л éo MN positivo com essa propriedade.) 
Tendo em vista o Teorema 26.2, basta conhecer os valores de cos 0e sen Өрага 0 € 0« 27. 


Exemplos 


7n л л NE 
(a) sen = ser (= +5) aia 


(b) cos 5л = cos (3л + 2л) = cos 3л = cos (х + 20) = cos n = —1 


(c) cos 390º = cos (30º + 360°) = cos 30º = xe 
(d) sen 405º = sen (45º + 360º) = sen i Y 


Teorema 26.3: cos Óé uma função par e sen 8 é uma função ímpar. 
A demonstração é óbvia se observarmos a Fig. 26-5. Os pontos B'e B têm as mesmas coordenadas x, 
cos (— 0) = cos 0 
mas suas coordenadas y diferem no sinal, 
sen (— 0) = —sen 8 
Por causa do Teorema 26.3, agora precisamos conhecer os valores de cos бе sen 9 apenas para 0 < 0< л. 
Considere qualquer pont A(x, y) diferente da origem O, como na Fig. 26-6. Seja r sua distáncia da origem e Ө 


a medida em radianos do ángulo que a reta OA forma com o eixo x positivo. Chamamos r e Ө de coordenadas po- 
lares do ponto A. 
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Fig. 26-5 Fig. 26-6 


"777 Teoremá 26.4: — As coordenadas polares de um ponto e suas coordenadas xy estão relacionadas por 
x=r cos 0 y=r sen б 


Para a demonstração, ver Problema 26.2. 


Teorema 26.5 (Leidos Co-senos): Em qualquer triângulo ABC (ver Fig. 26-7), 
c? = а? + b? — 2ab cos 0 


Para uma demonstração, ver Problema 26.3. Observe que o teorema de Pitágoras surge como o caso particular 


em que 0=7/2. 
4 A 
| 
l A 
| 
E d А D 
| 
| 
D muc. - 
C a B с 5 B 
Fig. 26-7 Fig. 26-8 


Exemplo Encontre o ángulo Ө no triângulo da Fig. 26-8. 
Isolando cos Ө па lei dos co-senos, 


quo 000 RAM? 2544-191 
О» A р 72 


Então, da Tabela 26-1, Ө= 7/3. 


зш в ЖШ 


= шош 
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Teorema 26.6 (Fórmulas de Soma e Diferença): 


(a) cos (u + v) = cos u cos v — sen u sen v 
(b) cos (u — v) = cos u cos v + sen u sen v 
(c) sen (u + v) = sen u cos v + cos u sen v 
(d) sen (u — v) = sen u cos v — cos u sen v 


Se qualquer uma dessas quatro fórmulas for provada, as outras três podem ser obtidas como corolários. Uma 
demonstração para a fórmula do co-seno da diferença é esboçada no Problema 26.14. 


Exemplos 
x nom) тот Toc 

(a) COS 75 = Cos 373 = cos = cos 7 + sen; sen y 
DAA 5-1 
“VAZ 2/2] 4 4 4 


(b) cos 135° = cos (90° + 45º) = cos 90º cos 45? — sen 90º sen 45 


EM ME 


2 


(с) Rum Tp = sen ^. cos E 4 cos £ se uU 
Sebo o mia gg os SA 5 E08 туч COS упт 


- aq) + oco 3 [por exemplo (a)] 
Уу? +6 
4 


Substituindo и = л/2 e v = Ө nas fórmulas de diferenças do Teorema 26.6 nos dá 


t cos (5-0) = cos Z cos 0 ата Ø= 0- cos 0+ 1+ sen = sen 0 


«(t 0) sent cos cos $ sen 9 1*cos 8 — 0- sen 0 = cos 0 


Logo, temos: 


п п ТАС, А i 
Teorema 26.7: cos 6 — ) = ѕеп 8e sen E — o) = cos 8; isto é, o seno de um ângulo é o co-seno de seu 


complemento. 


Também temos as importantes fórmulas de ângulo duplo: 


Teorema 26.8: cos 20= cos! 0— sen! 6- 2cos! 0- 1 = 1 – 2 sen! 8e sen 20=2 sen Ө cos Ө. 
Para cos 26, observe que: 


€5 (1) cos 20 = cos (9 + 0) = cos 0 cos 0 — sen Ө sen 0 [pelo Teorema 26.6(a)] 


( (ii) = cos? 0 — sen? 0 

Р =cos? 0 — (1 — cos? 0) [pelo Teorema 26.1] 

| =2 cos? 0—1 

a = (1 — sen? 0) — sen? 0 [por (ii) e pelo Teorema 26.1] 
* =1—2 sen? 0 

& 

( 

( 

€ 

€ 
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Para sen 20 


sen 28 = sen (9 + 0) = sen 0 cos Ө + cos Ө sen 0 
= 2 sen 0 cos 8 


Do Teorema 26.8, temos: 


Teorema 26.9: (Fórmulas de Meio Ângulo): 


0 1+c058 
Rr na Аан 
(a) cos 3 2 
0 1-—cos68 
BI e om 
(b) sen 3 > 


De fato, substitua Ө por 8/2 no Teorema 26.8: 


[pelo Teorema 26.6(c)] 


1 0 
(a) cos 0 — cos (2 2 =2 ut — 1. Logo, cos? É = 


2 2 2 


0 0 - 
(b) cos 0 = cos e . a) =1-—2 sen? =. Logo, sen? ША ташын 


2 2 2 
eo Exemplos Я 
(а) sen 120º = sen (2 x 60º) = 2 sen 60º cos 60º 


a Y). уз 

(A2AÀ 2 
0) о» ean (oos T Ja giten ui 
os 3 = CO: 3 = cos 3 sen 


3 
л 


TESTANDO Anteriormente provamos a partir do Teorema 26.6 que 


Logo, tendo em vista a identidade (и + v) =н” + 200 +0, 


1 [multiplique numerador e denominador por 2] 


12 


cos? Z a МО AUD CI 2 A/D +6 
(42 Е 16 


16 4 
ааа So A A a 
1— cos 7 TE 
(d) sen? = sen? is Edo ы 2 MO L 8 está imei 
8 5х4 = 5 D n 4 - Logo, como л/ está no primeiro quadrante, 
кл = + - а 
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Problemas Resolvidos 


26.1 Calcule: (a) cos (7/8); (b) cos210º; (c) sen 135°; (d) cos 17°. 
(a) Pelo Teorema 26.9, 


Logo, como z/8 é um ángulo agudo, 


24 JQ) 
2 
(b) Escrevendo 210º = 180 + 30º, temos, pelo Teorema 26.6, 


sf 
cos = = 
8 


cos 210º = cos (180º + 30º) = cos 180º cos 30º — sen 180º sen 30º 


ol) 


2 


(c) Usando o valor anteriormente calculado 135º = – YY 2, temos, pelo Teorema 26.1, 


2 9 = 1 = cos? 135 = 1 {М5} =1-2=2 
sen? 135° = 1 — cos? 135° = 1 ( D 1 i*4 


Logo, 135? está no segundo quadrante, 


sen us. 2-22 


(d) 17° não pode ser expresso em termos de ângulos mais familiares (tais como 30º, 45º, 60º) de modo a permitir a apli- 
ks cação de qualquer uma de nossas fórmulas. Devemos, então, usar a tabela de co-senos no Apêndice D, a qual dá 
0,9563 para o valor de 17^. Essa é uma aproximação correta em quatro casas decimais. 


26.2 Prove o Teorema 26.4. 


Observe a Fig. 26-9. Seja D o pé da perpendicular traçada de A ао eixo x. Seja F o ponto sobre o raio OA a uma 
unidade de distância da origem. Então, F = (cos 8, sen 0). Se E é o pé da perpendicular de F ao eixo x, temos 


sen 135º = + p= 


( 

É 

€ 

€ 

€ . 

O Mas, AADO é semelhante ao AFEO (pelo critério AA), logo 
€ 

€ 


OE = cos 8 FE = sen Ө 


Portanto, x = rcos 8e y = rsen 6. Quando A(x, y) está em um dos outros quadrantes, a demonstração pode ser re- 


=" duzida ao caso em que A(x, y) está no primeiro quadrante. A prova fica fácil quando A(x, у) está sobre o eixo x ou sobre o 
И eixo у. 


esses 
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26.3 Prove o Teorema 26.5. 


Na Fig. 26-7 estabeleça um sistema de coordenadas com C como origem e B sobre o eixo positivo x. Logo, B tem 
coordenadas (a, 0). Sejam (x, y) as coordenadas de A. Pelo Teorema 26.4, 


х= Б соѕ 6 у= Б sen 6 
Pela fórmula de distância (2.7), 


cz /(х — af (y - 0p = xa + y 
Logo, 
= (x — a? + у? = (b cos 0 — a + (b sen 6)? 
ÁLGEBRA (Р – Q}? = Р? — 2РрО + Q? 


= b? cos? 0 — 2ab cos 8 + a? + b? sen? Ө 
= а? + bicos? 0 + sen? 8) — 2ab cos 0 
= a? + b? — 2ab cos 8 


26.4 Obtenha as seguintes identidades: 
(a) (ѕеп 0 — cos 07 = 1—sen 20 (b) —= — 


(a) Реја ÁLGEBRA do Problema 26.3, 
(sen 0 — cos 6)? = sen? 8 — 2 sen 0 cos 8 + cos? 9 
= 1 — 2 sen 8 cos 0 [pelo Teorema 26.1] 


=1-— sen 20 [pelo Teorema 26.8] 
1-cos20 1— (cos? 0 — sen? 6) 
sen20 — —— 2sen68cosó [pelo Teorema 268] 
_ sen? 6 + sen? 0 


Coen Da В [pelo Teorema 26.1] 


_ Q sen sen 8) sen 0 
— (2 sen (cos 6) cos 0 


26.5 Sabendo-se que 6 está no quarto quadrante e que cos Ө= 2 3» encontre: (a) cos 20; (b) sen 6; (c) cos (0/2); (d) 
sen (6/2). 


(a) Pelo Teorema 26.8, 


` 2 
cos 20 =2 cos 0 1 = 23) axi 


(b) Pelo Teorema 26.1, 
2 4 5 
29=1-cos?0=1-[5) =1-2=2 
sen cos 1 (©) 1 9^5 


Logo, como sen 8 é negativo para Ө no quarto quadrante, sen Ө= – 5/3. 
(c) Pelo Teorema 26.9, 


28 1I+cos8 1+(23) 342 5 
cost z = —— = —_ = =- 
2 2 2 6 6 
Como 0 está no quarto quadrante, 37/2 < 0 < 27, portanto, 
3л 0 
4 <5<7 


Assim, 8/2 está no segundo quadrante c cos(0/2) é negativo. Logo, 


Jis ке лк seca 
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(d) Pelo Teorema 26.9, 


Do item (c), 6/2 está no segundo quadrante. Logo, sen (0/2) é positivo. Assim, sen 0/2 — 1/6 = 6/6. 


26.6 Seja ЛАВС um triângulo qualquer. Usando а notação na Fig. 26-10, prove que 


— m—— = lei dos senos 
c 


(Aqui, sen A é o seno do y CAB, valendo de forma análoga para sen B e sen С.) 
Seja D o pé da perpendicular de A ao lado BC. Seja h = AD. Então, 


sen B=ág=" ou h=csenB 


AB 
im ccs. 
1 1 1 
área do AABC 73 (base x altura) = 3 ah = 7 46 sen B 
(Verifique que isso está igualmente correto quando x В é obtuso.) Analogamente, 
área — 1 be sen A área zi ab sen C 
2 2 

Logo, 

1 ac sen В m sen À v с 

58c sen B == n Å => n 

2 DIDI ef 


e divisão por 4 abc nos dá a lei dos senos. 


LA 
B D a Cc 


Fig. 26-10 


Problemas Complementares 


26.7 Calcule: (a) sen (47/3); (b) cos (114/6); (c) sen 240º; (d) cos 315°; (e) sen 75°; (Р sen 15°; (g) sen (117/12); 


(А) cos 71°; (i) sen 12º. 


26.8 Se Ө agudo e cos 0= 3, calcule: (a) sen 8; (b) sen 26; (c) cos 26; (d) cos (0/2); (e) sen (8/2). 


26.9 Se Ө está no terceiro quadrante e sen 0 =- 2, calcule: (a) cos Ө, (b) sen 28; (c) cos 28; (d) cos (0/2); (e) sen 


(8/2). 


26.10 No ДАВС, AB=5, AC =7 e BC =6. Calcule cos B. 
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26.11 Na Fig. 26-11, D é um ponto sobre o lado BC do AABC tal que AB =2, AD =5, BD =4c DC =3. Calcule ЯС. 


[Sugestáo: Use a lei dos co-senos duas vezes.] 


26.12 Prove as seguintes identidades: 


1+с6520 соѕ 0 
259 (1— нанио ДЫ 
(a) cos? 50 = (1 —sen 50X1 + sen 50) (b) ON sen O 


(c) (sen 0 + cos 0)? = 1 + sen 28 (d) cos^6 — sen* 0 = cos? 0 — sen? 8 


М. 
=, 
У B(cos v, D) 
Cícos u, sen n, V (cos 0, sen v) 


Fig. 26-11 Fig. 26-12 


26.13 Para cada um dos seguintes itens, prove que se trata de uma identidade ou dê um exemplo que mostra que é falso: 
sen 0 cos 8 1 


1+с050 senÓ send 


de Amos cos 8 sen? 9 
(с) sent 0 + соѕ 0 = 1 @ ET 


(a) sen 40 = 4 sen 8 cos 0 (b) 


= cos 0 — cos? 0 


созд senü 2 
sen 9 * cos 8 веп 20 


(e) (7) 2 sen 0 cos 5 O = sen 39 


26.14 Preencha todos os detalhes da seguinte demonstração da identidade 
cos (и — v) = cos u cos v + sen и sen v 
Considere o caso no qual 0 < v < u < v + (ver Fig. 26-12). pela lei dos co-senos, 
BC = 1? + 1? — X100) cos x BOC 
(cos и — cos 1)? + (sen и — sen 1)? = 2 — 2 cos (и — v) 
cos? u — 2 cos и cos v + cos? v + sen? и — 2 sen u sen v + sen? v = 2 — 2 cos (u — i) 
(cos? и + sen? и) + (cos? v + sen? v) — 2(cos и cos v + sen и sen 0) = 2 — 2 cos (u — v) 
1 +1 — 2(cos u cos v + sen u sen v) = 2 — 2 cos (u — v) 


COS u COS р + se n u sen v = cos (и — v) 
Verifique que todos os outros casos podem ser obtidos a partir do caso aqui considerado. 


26.15 Prove as seguintes identidades: 


(a) cos (o + J = —senÓ (b) selo + 9 = cos 0 


(с) cos (z + 0) = — cos 0 (d) sen (л + 6) = — sen 6 


NS т И 


oo 


ж. 


mmm 


© 
е 


See 


sase 


| 
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1 
2616 Mostre que: (а) sm = cos% = m (b) хела = cos% => (c) sena = соз = FE 


26.17 


4 32 3 6 2 


[Sugestão: (a) Considere um triângulo retângulo isósceles AOGB com en retoen Ge E b=0G=BGec=0B. 


b b? 


2 
Então, ^ - 2+2=2, Logo, sen? E = 8 == 7 Desse modo, saz -= 2-95-07 ‚ (b) Considere um triângulo 


1 
equilátero AABC de lado 1 e seja AD a altura de A ao ponto médio D de BC. Então, BD = 5° Сото $ ABD mede 3 ra- 
di уж ле E olt E Edo 
PLI LIT == = cos — T p emp c ==] - 
lanos, cos 3 $7173 elo Teorema sen 6 0: 37 z co: y (c) sen 3 cos 3 
1 3 л 3 л л 
474 Logo, sen 373 6008 6 =5еп з pelo Teorema 26.7.) 


Deduza os outros itens do Teorema 26.6 a partir do item (a), o qual foi provado no Problema 26.14. [Sugestão: 
x 
Primeiramente note que cos C — 0 | = sen 8 segue do item (a). A fórmula para cos (и + v) é conseqüéncia da apli- 


cação do item (a) em cos (1 -(-v)) e do uso das identidades cos (-v)=cos v e sen (-»)=-sen v. A fórmula para sen 


(u + v) segue da aplicação do item (a) em cos (С — ? E ) e, então, a fórmula para sen (и — v) segue da fórmu- 


la para sen (и + v), substituindo v por —v.] 


Gráficos e Derivadas das 
Funções Seno e Co-seno 


27.1 GRÁFICOS 
Observemos primeiro que cos x e sen x são funções contínuas. Isso significa que, para qualquer x = 0 fixo, 


lim cos (8 + h) = cos 8 lim sen (0 + h) = sen 8 
h>0 h-0 


como fica óbvio a partir da Fig. 27-1. De fato, quando A tende a 0, o ponto C se aproxima do ponto B. Portanto, a 
coordenada x (o co-seno) de C se aproxima da coordenada x de B e a coordenada y (o seno) de C se aproxima da 


coordenada y de B. 
Tabela 27-1 
х cos x sen x 
0 1 0 
3 
t| Log З 
6 2 2 
т WA 2 
3 757% 071 EN 0,71 
т 1 3 
3 2 ^ 0,87 
z 0 1 
2 
2n 1 3 
3 E den 
| _ 
3 2 
5| 2.0n| Lom 
2 2 
5; 3 
S| oou os 1 
6 2 2 
л -1 0 


i ш ш га Ой 
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Agora podemos esboçar os gráficos de y = cos x e y sen x. A Tabela 27-1 contém os valores de cos x e sen x 
para os valores notáveis de x entre 0 e 1/2; esses valores são obtidos da Tabcla 26-1. Estáo também listados os va- 
lores para 21/3 (120º), 31/4 (135°) е 57/6 (150°). Esses são conseguidos a partir das fórmulas (ver Problema 26. 15) 


cos GHE —sen 6 e (03) se 


em A 


"m 


3 | Fig. 27-1 

C 

б O gráfico de y = cos x é esboçado па Fig. 27-2(a). Para argumentos entre 1 e 0, usamos a identidade cos (-x) = 
i Cos x (Teorema 26.3). Fora do intervalo [лл], a curva se repete de acordo com o Teorema 26.2. 

O 

C 


> І (а) у = cos х 


() у= зп х 


Fig. 27.2 
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O gráfico de y = sen x [ver Fig. 27-2(b)] é feito do mesmo modo. Note que esse gráfico é o resultado de trans- 
ladar o gráfico de y = cos x para a direita 7/2 unidades. Isso pode ser verificado observando que 


0 ы sen 
cos |x——)|=senx 
2 


Os gráficos de y = cos x e y = sen x têm a forma de ondas repetidas, sendo que cada onda completa se estende 
por um intervalo de comprimento 2x (o período). O comprimento e a altura das ondas podem ser modificados pe- 
la multiplicação do argumento e da imagem da função, respectivamente, por constantes. 

Exemplos 
(а) y = cos Зх. O gráfico dessa função está esbogado na Fig. 27-3. Como 


cos {х + 2) = cos (3x + 2л) = cos 3x 


a função é de período p = 21/3. Logo, o comprimento de cada onda é 21/3. O número de ondas sobre um inter- 
valo de comprimento 2x (correspondente a uma revolução completa do raio que determina o ângulo x) é 3. Es- 
se número é chamado de fregiiência de cos 3x. Em geral, 


pf = (comprimento de cada onda) x (número de ondas em um intervalo de comprimento 27) = 27 
e assim 
2n 
[27 
p 


Para uma constante qualquer b > 0, a função cos bx (ou sen bx) tem fregiiência b e período 21/b. 


Fig. 27-3 


(b) у = 2sen х. O gráfico dessa função (ver Fig. 27-4) é obtido a partir do gráfico de y — sen x (ver Fig. 27-2) pela 
multiplicação de cada ordenada por 2. O período (comprimento de onda) e a freqüéncia da função 2 sen x são 


os mesmos da função sen x: p = 2л, f = 1. Mas a amplitude, a altura máxima de cada onda, de 2 sen x é 2, ou o 
dobro da amplitude de sen x. 


NOTA A oscilação total de uma função seno ou co-seno, que é a distância vertical entre o ponto mais alto e o ponto 
mais baixo, é duas vezes a amplitude. 
AA EC ———— H— Les 
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Fig. 27-4. 


Para uma constante arbitrária A, a função A sen x (ou A cos x) tem amplitude [A]. 


(c) Concatenando os exemplos (a) e (b) acima, percebemos.que as funções.A sen bx e А cos bx (b » 0) tém período 
2л, freqüéncia b e amplitude |A]. A Figura 27-5 corresponde ao gráfico de y = 1,5 sen 4x. 


Fig. 27-5 
27.2 DERIVADAS 
Гета 27-1: (а) lim St y. (b) lim 1.9086 _, 
ө-о 8 650 0 


(a) Paraa demonstração, ver Problema 27.4. 


p s 


cos 9 - 1-cosÓ 14+cos9 . 1—cos 9 
(b) lim m . = lim 
0-0 820 @ I+cos8 go 61 + cos 0) 
sen? 0 send елд 


€ 

€ 

€ 

€ = lim = lim 
€ в-о Al + cos 6) so Ө 1+ соѕ д 
e 

é 

€ 

€ 

é 

€ 


. send. sen 0 0 
= lim - lim EXE = 
eo O о-о 1+ cos 8 1+1 


0 
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Teorema 27.2: „(еп x) = cos x e Dícosx)= —sen x. 
Para a demonstração, ver Problema 27.5. 


Exemplos 


(a) Calcule D,(sen 2x). A função sen 2x é composta. Se f(x) = 2x e g(x) = sen x, então sen 2x = g(f(x)). A regra da 
cadeia (75.2) nos dá 


DF O) = LD) - DAFO) 
ou 
D sen 2х) = (cos 2x) * D, (2x) = (cos 2x) * 2 = 2 cos 2x 


(b) Calcule D,fcos* x). A função cos! x é composta. Se Дх) = cos x е g(x) = x^, então 


cos* x = (cos x)* = g( f(x) 


Portanto, 


D.(cos* х) = Dú(cos x)*) = 4(cos x)? - Dícos x) [pela regra da cadeia para potências] 
А = сов x)? • (—sen х) 
= —4 cos? x sen х 


Problemas Resolvidos 


27.1 Determine o período, a freqüéncia e a amplitude de: 
x 1 
(a) 4 sen> (b) 5905 3x 


e esboce seus gráficos. 
(a) Para4sen jx = A sen bx, a freqüénciaé f= b = 4, o períodoé p = = 4n ea amplitude éA = 4. O grá- 
fico está esboçado na Fig. 27-6(a). 


2n 2 
(b) Para $ cos 3x = A cos bx, a freqüéncia fé b = 3, o período é p = T - 5 e a amplitude é А = 3. O gráfico é 


esbocado na Fig. 27-6(b). 


(b) 
Fig. 27-6 


Xx 


"a 
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27.2 Encontre todas as soluções das equações: 


1 
(a) cosx=0 (Б) senx = 


(a) Paraa<x< n, observação da Fig. 27-2(a) mostra que as únicas soluções de cos x = 0 são 


т л 
X-—- € хес 
2 2 
Como 2л é o período de cos x, as soluções de cos x = 0 são conseguidas somando-se múltiplos inteiros arbitrários 


de 27 a -л/2 е л/2, 


т л LÀ т 
27 +2m=> n- 1) e 5+2=7 n 1) 


Juntos, 4n — 1 e 4n + 1 variam sobre todos os inteiros fmpares e assim as soluções de cos x = 0 são todos os málti- 
plos ímpares de 1/2, 


X=(R+DS  [k-0 21, £2,..] 


(b) AFig.27-2(b) mostra que, para —z/2 x x < 31/2, as únicas soluções são x = 1/6 e x = 5/6. Logo, todas as solu- 
ções são 


onde n=0, +1, +2,.... 
27.3 Calcule as derivadas de: 


(а) 3sn5x (b) 4 cos 5 (с) senx (d) cos? a 


(a) D,( sen 5x) = 3D, (sen 5x) 


= Xcos5x)D,(5x) ^ [pela regra da cadeia e pelo Teorema 27.2] 
= X(cos 5x)(5) = 15 cos 5x 


= ( —sen 2») [pela regra da cadeia e pelo Teorema 27.2] 


хү1 x 
= (aX) =—2 $enz 


(c) D,(sen? х) = D, (sen x)?) 


= (2 sen x)D, (sen х) [реја regra da cadeia para potências] 
= 2 sen x cos x [pelo Teorema 27.2] 
= sen 2x [pelo Teorema 26.8] 


= (200) х ЕЕ есас 
2А 202) 2 7 2773 
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274 Proveo Lema 27.1. 


Considere o caso no qual 8 > 0. Usando a notação da Fig. 27-7, 


área (AOBC) « área (setor OBA) « área (AODA) (1) 


OCBC) = 


área (AOBC) = cos 6 sen 8 


área (setor OBA) = = x (área do círculo) 
24 


8 n 0 
==> 


Além disso, como AOBC e AODA são semclhantes (pelo critério AA), 


A 0А 5 DA _ 1 = PEL 
BC ОС senÚ cos cos ө 
E lar, 1/sen8 
á AODA) = = (DAXOA) = = | —— (І 
área (AODA) = > (DAXOA) 3 (= ; ) 
e (1) fica, após dividir pela quantia positiva 4 sen 6, 
1 
Qu. 
2d sen 0“ cos 6 
que é equivalente а 
sen 0 i 
0 < —— < — 2 
0058 < «cO (2) 


Pu————————Ó———————— -—  M— 
ALGEBRA “Sea e b são números positivos, então 


1 


a<b se esomentese, —»— 
a b 
EOI <q a c 
Em (2), faça Ө tender a 0 pela direita. Ambos cos Өе l/(cos 0) se aproximam de 1. Portanto, pelo Problema 8.8(f), 


lim se. 1 (3) 
e-0* 


No Sy 


MO Imm 
de 


¿En Pa (HA, mm сты ү 


^ 2 
é 


O 
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— 0 
Mas, pelo Teorema 26.3, sen(-9) = -sen Ө е, portanto, sata sa? Logo, (3) implica que lim == 1, que, 
= 8+0- 
s . senó 
juntamente com (3), nos leva a lim —— = 1. 
e+0 


27.5 Prove o Teorema 27.2 


(а) Vamos primeiro provar que D.(sen x) = cos x. Pelo Teorema 26.6(c), sen (x + Л) = sen x cos h + cos x sen he 


assim 
sen (x + №) — зеп x sen x cos h + cos x sen h — sen x 
h B h 
cos x sen h + sen x (cos h — 1) 
Е h 
- sen h х1 — cos h 
= cos X —— — sen X———— 
h h 
Portanto, 
, ѕеп (х + h) — sen x 
D.(sen х) = lim feno JO send 
h>0 h д 
, senh . 1-cosh ^ 
= lim cos x —— — lim sen x= 
h=>0 h>0 h 
sen h . l-cosh 
= cos x lim —— — sen x lim ———— 
кәй ho h 
=c08x*1—senx»0 [pelo Lema 27.1] 


= Cos x 


(b) Pelo Teorema 26.7, cos x = sen E des +) € sen x = cos E — x}. Logo, pela regra da cadeia, 


D (cos x) = n(sa(3 — 3) = cos E — ) *(-1)= —sen х 


27.6 Esboce o gráfico da função f(x) = sen x — sen? x. 


Por conta de sen x, f(x) tem 27 como um período. Logo, precisamos esboçar somente o gráfico para 0 < x < 2л. 


J'(x) = cos x — 2 sen x cos x = cos x — sen 2x 
f" (x) = —sen x — (cos 2x)D, (2x) = —sen x — 2 cos 2x 
Para encontrar os pontos críticos, resolva f(x) = 0. 


cos x — 2 sen x cos x = 0 
(cos x1 — 2 sen x) = 0 


cosx=0 ou 1—2senx-0 

1 

cos x = 0 ou Sex sis 
п Зл " т 5 
x==,= сус 
2 m “ea 


onde o Problema 27 2(b) foi usado. Aplicação do teste da derivada segunda (Teorema 23.3) em cada ponto crítico forne- 
се o resultado exibido na Tabela 27-2. O gráfico é esbogado na Fig. 27-8. 
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Fig. 27-8 

Tabela 27-2 
х |f69 Го) 
E E 3 máximo relativo 
6.4 
т Р Я 
3 0 1 mínimo relativo 
a 1 ахі lativo 
614 5 máximo relati 
> -2 3 mínimo relativo 


27.7 Encontre os extremos absolutos da função f(x) = 2 sen x — cos 2x no intervalo fechado [0, л]. 


Para essa função simples é desnecessário recorrer ao método via tabela da Seção 14.2. Basta observar que as fun- 
ções seno e co-seno têm valor de máximo absoluto 1. Logo, se existe um argumento x em [0, т] tal que 


Жх) = 2(+1)-(—1)=3 


esse argumento deve representar um máximo absoluto (em qualquer intervalo). Obviamente, há um c apenas um argumen- 
to desse tipo, x = 1/2. 


Por outro lado, como sen x > 0 em [0, т], os argumentos x = 0 e x = л minimizam sen x e, ao mesmo tempo, ma- 
ximizam cos 2x. Logo, 


КО) = т) = X0) -(+1) 2 -1 


é o valor mínimo absoluto em [0, x). 


Problemas Complementares 


27.8 Encontre o período, a freqüéncia e a amplitude de cada função e esboce seu gráfico. 


4x 1 
(a) cos 3. (b) js 3x 


279 Encontre o período, a fregiiência e a amplitude de: 


(a) 2 sen; (b —cos2x (9 5 send (d) cos (—4x) 


[Sugestáo: No item (d) a função é par.] 
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27.10 Encontre todas as soluções das seguintes equações: 


27.11 


27.12 


27.13 


27.14 


27.15 


27.16 


2717 


2748 


(a) senx=0 (Б) cosx=1 () senx= (d cosx=—1 
(e) senx=-—1 (f) 0osx=> (9) — (h) cos x = УЭ 
Encontre as derivadas das seguintes funções: 

(a) 4 sen? x (b senx+2cosx (0) xsenx (d х2 cos 2х 
(e) a 0 net (g) 5 ѕеп 3x cos x (h) cos? 2x 

(i) cos (2x? a 3) 0) sen? (5x + 4) (k) eos 2x (1) sen? (sen? x) 


Calcule os seguintes limites: 


sen x cos x— 1 sen 2x x+1 
Б é A n 
(a) A 3x ® im 2x © a sen 3x (a) Ea cos x 
sen 4x sen? x sen x? cos 3x 
i + li li h) lim 
(e) im x (f um (g) imo (0) me ap 
x Ben ADS Xx conn qe р "gen? (x -4y ; М 2—xcos x 
i) lim ———— ——— j) li = k) lim == l) lim ————— 
© a qi ar dae Ud ouai 
Esboce os gráficos das seguintes funções: 
(a) f(x) = sen? х (b) go)=senx+cosx (с) (х) = 3senx —sen? x 
(d) h(x)-cosx —cosx (е) g(x)-|senx| A Ло) = ѕепх+х 
(9) Го) = sen (х – 1) 
(h) [CG] Verifique suas respostas aos itens (a)-(g) em uma calculadora gráfica. 
Determine os extremos absolutos de cada função no intervalo dado: 
(a) sen x+ x em [0,27] (b) sen х — cos x em [0, x] (с) cos? x + sen x em (0, л] 


1 
(d) 2 sen х + sen 2х em [0, 2л] (e) |cosx— Р 


em [0, 2л] (0 ; x — sen x em [0, 2r] 


(g) 3 sen x— 4 cos x em [0, 27] 


(а) Mostre que f(x) = А cos x + B sen x tem período 2л e amplitude (/A? + B?. [Sugestão: Claramente, f(x+27) = 


Kx). Note que 


ie < 1. Logo, existe q tal que, sen ф = 


4 B 
< 
YA? + В? VA? + В? 
В 
JEF Mostre que f(x) =./4? + B? sen (x + p)]. 


(b) Encontre a amplitude e o período де: (1) 3 cos x — 4 sen x; (ii) 5 sen 2x + 12 cos 2x; (iii) 2 cos x + Y sen x. 


л л л 1 

E (н) ат cos +): 

Calcule: (а) lim ————— (b) lim 2 
һә) h h>0 h 


[Sugestão: Recorde a definição de derivada.) 


Para qual valor de A que 2sen Ax tem período 2? 


Encontre uma equação da reta tangente ao gráfico de y = sen? x no ponto onde x = 1/3. 


i 
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27,19 Encontre uma equação da reta normal à curva y = 1+ cos x no ponto (7/3,3/2). 
2720 Determine o menor inteiro positivo n tal que D'(cos x) = cos x. 
2721 Seja fx) = sen х + sen |x}. (a) Esboce o gráfico de f. (b) fé contínua em 0? (c) fé diferenciável em x = 02 


2722 Determine o coeficiente angular da reta tangente ao gráfico de: 
(а) y=x+cos (xy) em (0,1); (b) sen (xy) = y em (12,1). 
[Sugestáo: Use derivação implícita.) 

2723 Use derivação implícita para encontrar у: 


(a) cosy =x (b sen (ху) = y? 


dem ic is o le Дай О мА ж Ais ША 


27.24 (a) Umaescada de 26 pés de comprimento está apoiada contra uma parede vertical (ver Fig. 27-0). Se a base A da esca- 
da se afasta da base da parede à taxa de 3 pés por segundo, qual a taxa de variação do ángulo 8 entre a escada e o so- 
o quando a base da escada está a 10 pés da base da parede? 


(b) Um avião decola a uma velocidade de 400 quilômetros por hora ao longo de uma reta que forma um ângulo de 60º 
como solo. Quanto aumenta a altitude do avião? 


27.25 (a) Um homem em um ponto P da praia de um lago circular com raio de uma milha (ver Fig. 27-10) deseja alcançar o 
ponto Q da praia diametralmente oposto a P. Ele pode remar a 1,5 milhas por hora e caminhar a 3 milhas por hora. 
Em qual ángulo 6 (0 < 8 < 7/2) em relação ao diámetro PQ que ele deveria remar para minimizar o tempo exigi- Ci 
do para alcançar 0? (Quando 6 = 0, ele rema por todo o caminho; quando 9= 7/2, ele caminha por todo o caminho.) 

(b) Refaga o item (a) considerando que o homem pode remar uma canoa a 4 milhas por hora. 


Fig. 27-9 Fig. 27-10 


27.26 (a) Encontre os extremos absolutos de Дх) = x - sen x em [0,x/2]. 
(b) A partir do item (a), prove que sen x « x para todo x positivo. 


(с) [EG] Verifique em uma calculadora gráfica que cos x < TT 1 para x X 0e —(1/2) € x < (1/2). 
E 


senx parax<n/d _ P А 
é contínua em x = л/4. А função é diferenciável em x = 1/4? 


27.27 Determi função f(x) = 
mine se a função f(x) Qd Did d eA 
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27.28 (a) А hipotenusa de um triângulo retângulo é de exatamente 20 polegadas е um dos ângulos agudos foi medido co- 
mo 30º, com um erro possível de 2º. Use diferenciais para estimar o erro no cálculo do lado adjacente ao ângu- 
lo medido. 


(b) Use diferenciais para estimar cos 31º. 


27.29 (a) Calcule as primeiras quatro derivadas de sen x. (b) Calcule a 70° derivada de sen x. 


27.30 (a) Mostre que existe uma única solução para x? — cos x = 0 no intervalo [0,1]. (b) [EG] Use o método de Newton 


para estimar a solução do item (a). 


27.31 (Са) Aproxime л usando o método de Newton para encontrar uma solução para | + cos x = 0. 


27.32 [CG] Use o método de Newton para encontrar a única solução positiva de sen x = x/2. 


Capítulo 28 


A Função Tangente e 
Outras Funções Trigonométricas 


Além das funções seno e co-seno, há outras quatro funções trigonométricas importantes, todas podendo ser expres- 
sas em termos de sen x e cos x. 


Definições: Função tangente 


Я ѕеп х 
s cos x 
Função cotangente 
cos x 1 
cotg x = sms 
senx tgx 
Função secante . 
1 
sec x = — 
cos x 
Função co-secante 
1 
CSC x ——— 
sen x 


_ %0 0. 
| co0 1 
а Fo senao) 12 10 01 3 y 


6 cos a van B Зз 3 
i UR a 
mos) 82 од 


3 cos (л/3) 12 


po 


ере dud uon ux, me cA ша A e A NE 


PP кү мү „тү c em utm, m 
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Note que tg (1/2) não é definida, uma vez que sen (1/2) = 1 e cos (1/2) = 0. Além disso 


sen x 


S Р х A " 
lim tgx- lim = to € lim ірх= lim 
xo(ni2)- xo(u2)* COS X хэл+/2 холк COS X 


pois cos x > O para x imediatamente à esquerda de 7/2 e cos x < O para x imediatamente à direita de 1/2. 


Tabela 28-1 


х tg x 


Teorema 28.1: As funções tangente e cotangente são funções ímpares que são periódicas, de período m. 
Que elas são fmpares segue do teorema 26.3, 


sen (х) —sen x 


t = = ш 

2 (=x) cos (—x) cosx id 
cotg (-x) = zx ЕМСЕ БИЕ cotg x 

CMC cs E 


A periodicidade de período л segue dos Problemas 26.15(c) e (d), 


sen (x +7) —senx 


O GR 


tg x 


Teorema 28.2 (Derivadas): 


Ditg x) = sec? x 
"(собр x) = —csck 
"(вес х) = tg x sec x 
Dcsc x) = —cotg x csc x 


Para as demonstrações, ver Problema 28.1. 
Exemplo Do Teorema 28.2 e da regra da cadeia para potências, 


D(tg x) = D,((sec x)?)=(2 sec x)D, (sec x) 
= 2(зес xXtg x sec x) = 2 tg x sec? x 


Mas em (0,7/2), tg x > 0 (já que ambos sen x e cos x são positivos), o que implica em D'(tg x). Logo, (teorema 23.1), 
o gráfico de y = tg x é côncavo para cima em (0,7/2). Sabendo disso, podemos facilmente esboçar o gráfico em 
(0.7/2) e, portanto, em toda a reta (ver Fig. 28-1). 
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Fig. 28-1 


Teorema 28.3 (Identidades): tg? x + 1 = sec? x e cotg? x + 1 = csc? x. 


Demonstração: Divida sen? x + cos? x = 1 por cos? x ou sen? x. 


Definições Tradicionais 


Como no caso de sen Өе cos 6, as funções trigonométricas suplementares foram originalmente definidas apenas pa- 
ra um ângulo agudo de um triângulo retângulo. Observando a Fig. 26-3, temos 


_ cateto oposto 

^ cateto adjacente 
_ cateto adjacente 
E cateto oposto 

— hipotenusa 

É cateto adjacente 
hipotenusa 
cateto oposto 


cotg 0 


csc 0 = 


Problemas Resolvidos 


28.1 Prove o Teorema 28.2. 
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= (соз x)D;(sen x) — (sen х), (сов x X)D.fsen x) — (sen х)р, (соз x) [pela regra do quociente] 


(cos x}? 
E (cos х)(соѕ x) са хє sen x) [pelo Teorema 27.2] 
cos? x 
2. 2 
1 
Ei C [pelo Teorema 26.1] 
cos? x cos? x 
=sec? x 
—1 
D,(cotg x) = D, ((tg x)7*) = ey D.(tg x) [pela regra da cadeia para potências) 
MESS i a -1 
© (tg x)? (cos x)? (tg x cos xP 
mE uxo sen x 
“(sen x}? 8x os x 
= —0802 x 


Derivando a primeira identidade do Teorema 28.3, 


2(tg xysec?x) = 2(sec x)D, (sec x) 


e dividindo tudo por 2(sec x), que jamais é zero, nos dá 


Dúsec x) = tg x sec x 


Analogamente, derivação da segunda identidade do Teorema 28.3 nos dá 


D {csc х) = —cotg x csc x 


28.2 Faça o gráfico de csc x. 


Como сс x = 1/(sen x), essa função é, assim como sen x, periódica com período 2л e ímpar. Logo, precisamos fazer 
o gráfico apenas para 0 < x < п. Mas 


л 
“2 nt 17 


Quando x diminui de 1/2 para 0), sen x cai de | para O. Logo, сэс x aumenta de | рага +, De forma semelhante, quando 
x aumenta de 1/2 para л, sen x decresce de 1 para 0 e csc x aumenta de 1 para + ©, De fato, como sen (7/2) + u) = sen 
(01/2) — u), o gráfico será simétrico em relação à reta x = 1/2 (ver Fig. 28-2). 


7 
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tg u — tj 
28.3 Prove a identidade tg (u — v) ет tg PT 
u 


Sen(u— v) sen u cos v — cos u sen v 


i wn cos (u— v) сози cos v + sen u sen v [pelo Festema26.6] 
senu sen? 
Bei) [divida numerador e denominador por cos u cos v] 
ELTE 
COS и cos v 
tgu—tgo 
Ud tg u tgv 
28.4 Calcule: (a) D,(3 tg? x); (b) D, (sec x tg x). 
(a) D,(3 tg? x) = 3D, (tg? х) = 3 tg х) (tg x) [pela regra da cadeia para poténcias] 
= 6 tg x sec? x 
(b) D,(sec x tg x) = (sec х)р, (tg x) + (tg x)D, (sec x) [pelo regra do produto] 
= (sec x)(sec? x) + (tg x)tg x sec x) [pelo Teorema 28.2] 
= (sec х)ѕес2 x + tg? x) эч 
“= (sec хес? x + tg? x) [pelo Teorema 28.3] 


= (sec xytg? x +1 + tg? x) 
= (вес xy tg? x + 1) 


28.5 Um farol Н, a uma milha de distância de uma praia reta, tem um facho que gira no sentido anti-horário (como vis- 
to acima) à taxa de seis revoluções por minuto. Qual a velocidade do ponto P onde o facho de luz atinge a praia? 


Seja А o ponto na praia oposto a He seja x a distância AP (ver Fig. 28-3). Devemos determinar dx/dt. Seja 0a me- 
dida de «PHA. Como o facho faz seis revoluções (de 2x ra- 
dianos) por minuto, 


= 12x radianos por minuto 


dt 
Mas 
x cateto oposto 
6 0= - = а tg 0 = —————— 
x Tx l Tu cateto e 

Logo, 

d. de 

= = D¿tg 0) = D,(tg 0) = [pela regra da cadeia] 


" 
= (sec? 0122) = (52 + DAM [; que sec б = eel 


cateto adjacente 
= 12m(x? + 1) 


Por exemplo, quando P está a uma milha de A, a luz se move ao longo da praia a 247: milhas por minuto (aproximadamen- 
te 4522 milhas por hora). 


28.6 О ángulo de inclinação de uma reta não vertical Zé definida como o menor ângulo о. em sentido anti-horário que 
à reta forma com o eixo x positivo (ver Fig. 28-4). Mostre que tg æ = m, onde m é o coeficiente angular de L. 


Assumindo uma reta paralela, sempre podemos considerar que -Z passa pela origem (ver Fig. 28-5). Z intercepta o 
círculo unitário com centro na origem no ponto P (cos о, sen а). Pela definição de coeficiente angular, 


sena—O sena 
т = —— 


= =tga 
cosa—0 cosa 
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Fig. 28-3 Fig. 28-4 


28.7 Determine o ángulo no qual as retas L: y = 2x + 1 e Zy y =-3x + 5 se interceptam. 


Sejam a, е a, os ângulos de inclinação de Ӯ, e £, (ver Fig. 28-6) e sejam m, e m, os coeficientes angulares de £, e 
£, De acordo com o Problema 28.6, tg 0, =m,=-2 e tg =т= 3. 0, – œ é o ángulo de interseção. Mas 


tg %, —tg a; 
1+1g0, tg, 


tg (0, —a1)= [pelo Problema 28.3] 


[pelo Problema 28.6] 


Y Fig. 28-5 Fig. 28-6 
Y Como tg (œ — 0,)=1, 

e л p 

e dide radianos = 45º 

€ Em geral, dado tg (0, — 01), o valor de 0, — o pode ser estimado a partir da tabela no Apéndice D. 
€ Deve ser observado que, em certos casos, o método acima conduzirá ao maior àn gulo de interseção. 
e 
¿ Problemas Complementares 
€ 28.8 Esboce os gráficos de: (a) sec x; (b) cotg x. 
é 28.9 Prove a identidade tg (u + v) QUEM 
€ l—tgutgv 
a ' 28.10 Calcule: (a) Dl? tg 5 - 5) (b Ditgx—-secx) (с)  Difcotg? x) 


e (d) Dicotgdx+3x) (e) D,(sec? 3x) (f) Desc (3x — 5) 
(9) Desc /5) () Digg) 
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28.11 


28.12 


28.13 


28.14 


28.15 


28.16 


28.17 


28.18 


28.19 
28.20 


28.21 


28.22 


Calcule у' por derivação implícita: 
(a) tg (xy) = у (b) sec? y + esc? x= 3 
(0 to +D=Isenx (d у= (+) 


Encontre uma equação da reta tangente à curva y = tg x no ponto (n/3, JB). 


Encontre uma equação da reta normal à curva у = 3 sec'x no ponto (л/6,4). 
. tgx tg 2х ‚_ Sen 3х 
М lim — 
Calcule: (a) m. я (b) lim P3 (с) lim TET 


Um foguete está subindo verticalmente a partir do solo а uma velocidade de 1000 quilômetros por hora. Um observador 
a 2 quilômetros da plataforma de lançamento está fotografando o foguete (ver Fig. 28-7). Quão rápido está mudando o án- 
gulo Ө da câmera em relação ao solo quando o foguete está a 1,5 quilômetro de altitude? 


Fig. 28-7 


Determine o ángulo de interseção entre as retas £,: y = x-3e Ly; у= -Sx +4. 
Encontre o ângulo de interseção entre as retas tangentes às curvas xy = | e y =x no ponto de interseção (1,1). 


Encontre o ángulo de interseção entre as retas tangentes às curvas y = cos хе y = sen 2x no ponto de interseção (л/6, Jap). 


Encontre uma equação da reta tangente à curva 1 + 167 =tg (x - 2y) no ponto (1/4,0). 


Determine os máximos e mínimos relativos, pontos de inflexão e assíntotas verticais dos gráficos das seguintes funções 
em [0,10]: 

(a) Дх) = 2х—1рх 

(b) fix) =tgx-4x 


Determine os intervalos onde a função f(x) = tg x — sen x é crescente. 


[CG] Use o método de Newton para aproximar soluções das seguintes equações: 
(a) secxz4em[0,1/2]; 

(b) tgx-x=0em [737/27]; 

(c) їрх= 1/хет(0,л). 


Ay; 


P. 


eec 


| 


ч 


a Mss . cai 


"Чү. 


h 


s 


w 


Vs 


aseas 


: 


ча 
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Capítulo 29 


Antiderivadas 


29.1 DEFINIÇÃO E NOTAÇÃO 


Definição: Ота antiderivada de uma função f é uma função cuja derivada é f. 
Exemplos 
(а) x é uma antiderivada de 2x, já que D (4?) = 2x. 
(b) x'/4 é uma antiderivada de х), uma vez que р) =x, 
(с) 3x- 42+ 5 é uma antiderivada de 9x -8x, pois D (3x - 4х7 + 5) = 9 — 8x. 
(d) x *3 é uma antiderivada de 2x, já que D (x + 3) = 2x. 
(e) senxéumaantiderivada de cos x, uma vez que D (sen x) = cos x. 


Os exemplos (a) e (d) mostram que uma função pode ter mais que uma antiderivada. Isso é verdadeiro para to- 
das as funções.” Se g(x) é uma antiderivada de Дх), então g(x) + C também é uma antiderivada de f(x), sendo que C 
é uma constante qualquer. O motivo é que D (C), donde 


Рох) + С) = D.(g(x)) 
Vamos determinar a relação entre duas antiderivadas de uma função. 
Teorema 29.1: Se F'(x) = 0 para todo x em um intervalo 4, então F(x) é uma constante em 4. 


А hipótese de que F(x) = 0 nos diz que o gráfico de F sempre tem uma tangente horizontal. É óbvio então que 
о gráfico de Г deve ser uma reta horizontal; ou seja, F(x) é uma constante. Para uma demonstração rigorosa, ver 
Problema 29.4. 


Corolário 29.2: Se g'(x) = h'(x) para todo x em um intervalo 4, então há uma constante C tal que g(x) = h(x) + 
C para todo x em Ӯ. 


De fato, 
D.(g(x) — №) = у(х) — h'(x) = 0 


donde, pelo Teorema 29.1, g(x) — A(x) = C ou g(x) = h(x) + C. 


* N. de T: Desde que as funções sejam diferenciáveis. 
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De acordo com o Corolário 29.2, quaisquer duas antiderivadas de uma dada função diferem apenas por uma 
constante. Assim, se conhecemos uma antiderivada de uma função, conhecemos todas. 


NOTAÇÃO J f(x) dx se refere a qualquer antiderivada de f. Logo, 


| ЈО) ax) =/(х) 


— __ _ __—__———__— ————— 
OUTRA TERMINOLOGIA Às vezes o termo integral indefinida é usado no lugar de antiderivada” e o processo de determinar an- 
tiderivadas é chamado de integração. Na expressão f f (x) dx, f(x) é chamada de integrando. O motivo para essa nomenclatura ficará 


claro no Capítulo 31. 
A A A A ——————————- 
Exemplos 


3 
(a) fe dx= 5 + C. Como D,(x*/3) = x?, sabemos que x'/3 é uma antiderivada de x”. Pelo Corolário 29.2, 


qualquer outra antiderivada de х? é da forma n) + С, onde C é uma constante. 
" 


(b) позе sense 
аз 
(с) |sen хах = —cos x+ C 


А 


(4) |sec?xdx=tgx+C 


^ 


(à |0dx=c 


(1) [ехе 


29.2 REGRAS РАВА ANTIDERIVADAS 


As regras para derivadas — em particular, a regra da soma-ou-diferença e a regra da cadeia — implicam em regras 
correspondentes para antiderivadas. 


REGRA 1. fa dx = ax + C para qualquer constante a. 
Exemplo 


pem 


r+1 


REGRA 2. E dx = FE + С para qualquer número racional r diferente de —1. 


NOTA А antiderivada de x '' será estudada no Capítulo 34. 


A Regra 2 segue do Teorema 15.4, segundo o qual 


r+1 


xt 1 
Díx*')-(r-1x ой Dl ) =x 


Exemplos 


3/2 


(a) [е [o ER dao 
2 


* N, de T.: Outro termo usual para designar uma antiderivada é primitiva, 
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Є 1 X 1 1 
b -dx = | x~? dy = =x"? = 
| (b) [5a |: dx 5+6 5х +С 2204€ 


REGRA 3. fa (х) dx =a f f(x) dx para qualquer constante a. 


Isso segue de pfa Р Jio i) =g od f(x) ax) = af(x). 


Exemplo 


ME LD 


3 ET 
[sacos fen) 0 ac 


REGRA 4. (i) [v (x) + 909] dx = | f(x) dx + ES dx 


ma e 


{ 


i) | Lito — gt] dx = fro dx E dy 


Pois | Ј(х) dx + ES ax) as »(| f(x) i) t o g(x) i) = f(x) + g(x). 


€ Exemplo 
e [e eme [oo [rm EE 
€ | Observe que determinamos uma antiderivada específica, x'/3 + x/4, e então somamos a constante “arbitrária” C. 
‹ As regras 1 a 4 nos permitem calcular a antiderivada de qualquer polinômio. 
&. 
1 6 1/x5 3 2 
é Exemplo [> -3X +12 + х—3)4х = (5) =5 (5) + (5) +5- 3х +С 
: i SE za ME 3х+С 
€ 12:39 137755 
€ 
у А regra a seguir se mostrará extremamente útil. 
€3 
é Я ini - (969 *' 
REGRA 5. (Fórmula Rápida I) (Ng (x) dx = RS +C 
( 
€ A regra da cadeia para potências implica que 
A (y a 1 
( DSZ |= D (rcg (x) = jl 
( ( т+1 7,124901) FI E + DUNT) = (G9) 269) 


o que nos leva à fórmula rápida I. 


Exemplos 


(a) ds Reta 1 245) C 
2 =u” t 


6) [em farra 18523" 16 1s „ы, 
* 
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REGRA 6. (Método da Substituição) Adiando a formulação geral e justificativa para o Problema 29.18, ilustra- 
mos o método por três exemplos. 


G) Calcule f x? cos x? dx. Seja x? = и. Logo, pela Seção 21.3, o diferencial de и é dado por 
go, р 


1 
du = Рх?) dx = Зх? dx ош xX dx= 3 du 


Agora substitua x? por ue ¿du por x dx, 


1 1 1 
[omo [иф + [essa кви + crm 


(ii) Calcule f (x? + 3x — 5) Qx + 3) dx. Faça u = x? + 3x —5 е du = (2х + 3)dx. Logo, 


4 
1 
fe къаза [o de +C= 6% + 3х – 5% + С 
(iii) Calcule f sen? x cos x dx. Faça и = sen x. Assim, du = cos x dx e 


n 3 3 
[ots fura" +e- Fc 


Observe que a fórmula rápida I (Regra 5) é um caso especial da Regra 6, correspondendo à substituição u = 
g(x). A beleza da fórmula rápida I é que, quando aplicável, nos permite evitar o incômodo de usar o processo de 
substituição. 


Problemas Resolvidos 


29.1 Calcule as seguintes antiderivadas: 


(a) fes = 52) 4х — (b [e +55 —2) dx 
(c) fe — sec? х) dx (d) f с=з dx 
(a) f Ух — 5x?) dx = [or — 5x3) dx 


xt a 
=%+-- (5) + С [pelas regras 2e 4] 
3 


3 
3 
=з E 
4 
Ф 7/2 
(b) Jes E-ga [eem n) onec 
k pA 


е2 0 


3 


(c) [е-е x) dx -fe аб tex 


2/x + 3x? 2 
(4) PER (r)a [ans [^ dx [pelas regras 1 e 4] 
x J/x 
xum x 3 
cirios a 
T+IÇÃO A x Sx +С 
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29.2 Determine as seguintes antiderivadas: 


(a) fo = х)4(6х2 – 1) х (b) E 5х2 — 1 x dx 


(a) Note que D,(2x? — х) = 6x? — 1. Portanto, pela fórmula rápida I, 


[e = xf (6x? — 1) dx = 1 (2х? — х) +С 


(b) Observe que D,(5x? — 1) = 10x. Então, pela Regra 1, 


[ve —1х4х= [е = 010 x dx= 5 [e = p? 10x dx 


1 2 _ pes 
= р pu +C [pela fórmula rápida 1] 
3 


а D^ += TES аа 
-2 уби = 1)* +С 


(Para manipulação de potências racionais, rever a Seção 15.2.) 


29.3 Use o método da substituição para calcular: 


€ 

_ sen /x 
o Е (b) | х sec? (3x?—1) dx (0 [ea 
és ge 
( (а) Seja и = /x. Logo, 
( du = D, fx) dx = D 4x) de= È x72 dx dx 

А А 2 WA 
& è 

€ Assim, 

Є реа, sen u du = —2cosu + C = —2cos /x+C 
é (b) Fagau 3x — 1. Então, du = 6x dre 

2 

q 1 
е [кке qe - LOI ITE D+C 
e 
e (с) Façau=x+2. Logo, du = dxe x = u — 2. Assim, 
e 
€ Геза аала fi u aut da 
^ B IZ = 409 + 442) du [pela wie +] 
[ 

рч 2 8 8 
€ ‚П-у a na с — у „зу — ®(х nr 

7 5 3 7 5 3 

É 
é A substituição и = /x + 2 também funcionaria. 


232 


INTRODUÇÃO AO CÁLCULO 


29.4 


29,5 


29.6 


Demonstre o Teorema 29.1. 


Sejam a e b dois números quaisquer em 4. Pelo teorema do valor médio (Teorema 17.2), há um número c entre a e b 
e, portanto, em 4, tal que 


by — 
sio - 10 F6) 


Mas, por hipótese, F'(c) = 0; logo, F(b) - F(a) = 0 ou F(a) = F(b). 


Um foguete é disparado verticalmente para cima com uma velocidade inicial de 256 pés por segundo. (a) Quando 
que ele alcança sua altitude máxima? (5) Qual a sua altitude máxima? (c) Quando retorna ao solo? (d) Qual é a sua 
velocidade ao atingir o solo? 

Em problemas de queda livre, v = f a dt e s = f v dt pois, por definição, a = dv/dt e v = ds/dt. Como a = -32 
pés por segundo por segundo (quando é para cima o valor é positivo), 


IE: dt = —32t + C, 
2 
[css [9n] й=(-3 + Си+ С = —16°+ Си +С, 


nas quais os valores де С, е С, são determinados pelas condições iniciais do problema. No presente caso, são dadas por 
v(0)=256e s(0) = 0. Logo 256 =0 + Č, е 0 =0 + 0+ С„ de modo que 


v = —32t + 256 (1) 


s = —16? + 256 (2) 


(a) Paraa altitude máxima, ds/dt = v =-321 + 256 = 0. Portanto, 


256 
t= зз” 8 segundos 


quando a altura máxima é alcançada. 
(b) Substituindo 1 = 8 em (2), 
s(8) = —16(8) + 256(8) = — 1024 + 2048 = 1024 pés 


(c) Fazendo 5 = 0em(2),. 


—16 + 256 = 0 
—16t(t — 16) = 0 
1-0 ou t=16 


O foguete deixa o solo em = 0 e retorna em t = 16. 
(d) Substituindo t = 16 em (1), v (16) = -32(16) + 256 pés por segundo. A velocidade é a magnitude desse valor, 256 
pés por segundo. 


Determine uma equação da curva que passa pelo ponto (2,3) e tem coeficiente angular 3л” — 2x + 5 em cada ponto 
Gy). 
O coeficiente angular é dado pela derivada. Logo, 


Assim, 


dm omm 


€ 
e 
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Como (2,3) está sobre a curva, 


109-0 +50) 0-4+10+С-18+С 


Logo, C = -t5 е 


Problemas Complementares 


у= {х*— х2 + 5х —15 


29.8 


29.9 


29.10 


29.11 
29.12 


29.7 Encontre as seguintes antiderivadas: 


(a) | (2x3 — 5x? + 3x + 1) dx 
(a) [ss dx 


duel 
o J(-3)- 


o) IL sec? x — sec x tg x) dx 


1 
(m) IE dx 


(b) [6 = 7) dx 
3 
(е) | zd 


2 
9) [ze 


JE 


(k) fee x + 3x?) dx 


(n) fe x dx 


[Sugestão: Use o Teorema 28.3 no item (n).] 


(c) IE dx 
(1 Je» dx 


(0) fe sen x + 5 cos x) dx 


10) [> 3x dx 


(о) ES +2P dx 


Calcule as seguintes antiderivadas usando а Regra 5 ou a Regra 6. [No item (m), a+ 0.] 


(a) р (b) f 


[== 5a 


реза 


(d) IE (3x — 1) dx (e 


(9) fe — 2)! dt (А) 


[0] | Jjx'—2x-ldx (k) [e + DiBx dx 


(m) IE ax + b dx (п 


(р) Je — S)x dx (g 


1 3 
(s) IE sec? E dx 


IL — 72)" а 


1 


x—1 


dx (c) [e — 5)? dx 


(1 f 
() | 


x 
—— d. 
o ls T 


cos 


Re 
Жї 


х dx 


dx 


ОЛЕГЕ (о) [i 


sen? 3x 


" fe 0m tos (1/x) m 


Um foguete é lançado verticalmente para cima a partir de uma torre com 240 pés de altura e com uma velocidade inicial 
de 224 pés por segundo. (a) Quando atingirá sua altura máxima? (b) Qual será sua altura máxima? (c) Quando atingirá o 
solo? (d) Com qual velocidade que atingirá o solo? 


(Movimento Retilíneo, Capítulo 18) Uma partícula se move ao longo do eixo x com aceleração a = 2t — 3 pés por segun- 
do por segundo. No instante г = O está na origem e se movendo сот uma velocidade de 4 pés por segundo na direção po- 
sitiva. (a) Encontre uma fórmula para sua velocidade у em termos de г. (b) Encontre uma fórmula para sua posição x em 
termos de 1. (c) Quando e onde que a partícula muda de direção” (d) Em quais instantes que a partícula se move para a es- 


querda? 


Refaça o Problema 29.10 se a = — E pés por segundo por segundo. 


Um foguete disparado para cima verticalmente a partir do solo atinge o chão 10 segundos depois. (a) Qual era sua velo- 


cidade inicial? (b) Qual altura atingiu? 
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29.13 


29.14 


29.15 


29.16 


29.17 


29.18 


Um motorista usa os freios em um carro que se move a 45 milhas por hora em uma estrada retilínea e os freios provocam 
uma desaceleração constante de 22 pés por segundo por segundo. (a) Em quantos segundos que o carro irá parar? (b) 
Quantos pés o carro terá percorrido após o momento em que os freios foram aplicados? [Sugestão: Considere a origem 
no ponto onde os freios foram incialmente usados e faça t = 0 nesse ponto. Observe que velocidade e desaceleração estão 
expressos em diferentes unidades de distância e tempo; mude a velocidade para pés por segundo.] 


Uma partícula que se move sobre uma reta tem aceleração a = 5 — 31 e sua velocidade é 7 no instante г = 2. Se s(7) é a dis- 
tância a partir da origem no instante f, calcule s(2) — s(1). 

(а) Encontre a equação de uma curva que passa pelo ponto (3,2) e que tem inclinação 2X -5no ponto (х,у). 

(b) Encontre a equação de uma curva que passa pelo ponto (0,1) e tem inclinação 12x + 1 no ponto (x,y). 


Uma bola rola por uma reta, com uma velocidade inicial de 10 pés por segundo. Atrito faz com que a velocidade diminua 
а uma taxa constante de 4 pés por segundo por segundo até a bola parar. Até onde a bola rolará? [Sugestáo: a = -4 e 
vo = 10] 


Uma partícula se move sobre o eixo x com aceleração a(t) = 21— 2 para 0 € t € 3. A velocidade inicial vo em t = 00. (a) 
Determine a velocidade v (+). (b) Quando que v (7) < 0? (c) Quando que a partícula muda de direção? (d) Encontre o des- 
locamento entre г = Oe t = 3. (Deslocamento é a mudança resultante na posição.) (e) Determine a distância total percor- 
ridader=0at=3. 


Justifique a seguinte forma para o método da substituição (Regra 6): 


[rica de= | fü 


onde g(x) é substituído por u na integração da direita. A “substituição” seria aplicada no lado esquerdo fazendo u = g(x) 
e du = g'(x)dx. [Sugestão: Pela regra da cadeia, 


od] Fu) du) = od] fu) de) * (du/dx) = f (du /dx) = 7090) 00] 


Capítulo 30 


А Integral Definida 


30.1 NOTAÇÃO SIGMA 


A letra grega maiúscula X é usada em matemática para denotar adições repetidas. 
Exemplos 


99 
(a) Yiz142434--499 


i=1 


ой seja, a soma dos primeiros 99 inteiros positivos. 


Ma 


@ Yli-1)=1+3+5+7+9+11 


i 


1 


ou seja, a soma dos primeiros 6 inteiros positivos ímpares. 


5 5 
(c) 33i-64941215230 £344 5-3) 
i=2 


i=2 
15 
@ УР = 1+2 +32 A IS =] 4449404275 
ј=1 
5 
(e) У, sen jr = sen л + sen 2л + sen 3л + sen 4л + sen 5л 
js 


Em geral, dada uma função f definida sobre os inteiros e dados inteiros k e п> к, 


ESO - f) f f) 


30.2 ÁREA SOB UMA CURVA 


Seja f uma função tal que f(x) > 0 para todo x no intervalo fechado [a,b]. Então seu gráfico é uma curva que se 


encontra sobre ou acima do eixo x (ver Fig. 30-1). Temos uma idéia intuitiva da área A da região 4? abaixo da cur- 


va, acima do eixo x e entre as retas verticais x = a e x = b, Determinem: 


os um procedimento para calcular o valor da 
área A. 
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Selecione pontos ху, x», ..., x,.., em [a,b] (ver Fig. 30-2). Faça Xo=4€ x, = Б, 
a = Xo < Xi < X3 «c «xa xx =b 


Esses dividem [a,b] em n sub-intervalos [xo, x1], [x1, x5], .... Dx, 1. x,]. Considere que os comprimen- 


tos desses sub-intervalos são Ayx, A, x, ..., A, x, onde 
Ах = Xi — Xi, 


Desenhe retas verticais x = x; do eixo x até o gráfico, dividindo assim a região 2 em n tiras. Se A, Аё a área 
da i-ésima tira, então 


A= LAA 


Fig. 30-1 


= 
io 


8068060 


us We 
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é 
€ 

6 
€ 
€ 
€ 
€ 
C 


Aproxime a área Д, А como se segue. Escolha qualquer ponto xf no i-ésimo sub-intervalo [x;..1, х] e desenhe o 
segmento de reta vertical do ponto x* até o gráfico (veja as linhas tracejadas no Fig. 30-3); o comprimento desse 
segmento é f(x*). O retângulo com base A;x ealtura f(x*) tem área f(x) Л, х, que é aproximadamente a área 


А, А da ¡-ésima tira. Assim, a área total A sob a curva é aproximadamente a soma 


ЛОЙ) Aix = ДО) fix fed) Aox b + Д(х#) A, х (30.1) 


Ma 


V 


1 


А aproximação fica cada vez melhor se dividimos o intervalo [a,b] em cada vez mais sub-intervalos e se faze- 
mos os comprimentos desses sub-intervalos cada vez menores. Se sucessivas aproximações tendem a um número 
específico, então esse número é denotado por 


b 
| f(x) dx 


e é chamado de integral definida de f de a a b. Tal número não existe para todas as funções f, mas existe, por exem- 
plo, quando a função f é contínua em [a,b]. 


y 


Fig. 30-3 


Exemplo Aproximar a integral definida por meio de um número n pequeno de áreas retangulares geralmente não 
1 


dá bons resultados numéricos. Para ver isso, considere a função f(x) = x? em [0,1]. Logo | x? dx éa área sob a 
iu 


parábola y = x^, acima do eixo x, entre x = 0 e x = 1. Divida [0,1] em n = 10 sub-intervalos iguais dados pelos pontos 
0, 1,0,2, ..., 0,9 (ver Fig. 30-4). Assim, cada A; x é igual a 1/10. No i-ésimo sub-intervalo, escolha x* como sendo 
о extremo esquerdo (i — 1)/10. Logo, 


TU. x n E m. (=> Cx s) 
IE da об Ммх = D i5.) 015) = 200 li 


10 
y Y 12 [pelo exemplo (c) acima] 
ist 


1 
=—(0+ 1444-48) = = 
1 (0+1+4+4+--- +81) 1000 285) 0,285 
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Como será demonstrado no Problema 30,2, o valor exato é 
i 1 
| x? dx = = = 0,333... 
o 3 


Logo, a aproximação acima não é muito boa. Em termos da Fig. 30-4, há muito espaço não considerado entre a cur- 
уа е os topos dos retângulos. 


0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 ! х 


Fig. 30-4 


Mas, рага uma função f arbitrária (não necessariamente não-negativa) ет [a,b] uma soma da forma (30.1) po- 
de ser definida sem qualquer referência ao gráfico de f ou à noção de área. О procedimento preciso em termos de 
épsilon e delta, como no Problema 8.4(a), pode ser usado para determinar se essa soma tende a um valor limite 


quando n se aproxima de co e quando o maior dos comprimentos A;x tende a O. Se isso ocorre, f é dita ser inte- 


grável em [a,b] e o limite é chamado de integral definida de f em [a,b] e é denotado por! ( 


b 
[ f(x) dx 


Na próxima seção deveremos estabelecer diversas propriedades dà integral definida, omitindo qualquer prova 
que dependa da definição precisa e preferindo a visão intuitiva da integral definida como uma área [quando 


Јо) > 0]. 


30.3 PROPRIEDADES DA INTEGRAL DEFINIDA 


Teorema 30.1: Se fé contínua em [a,b], então f é integrável em [a,b]. 


b b 
Teorema 30.2: | cf(x) dx = с | f(x) dx para qualquer constante c. 


Obviamente;os limites gozam dessas relações uma vez que suas respectivas aproximações por somas também 
satisfazem as mesmas [exemplo (c) acima]. 


A integral definida é também chamada de integral de Riemann de fem [a,b] e as somas (30.1) são ditas somas de Riemann de fem [a,b). 


E ем и 


ra 
Fl 
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Exemplo Suponha que f(x) < 0 para todo x em [a,b]. O gráfico de f- bem como sua imagem espelhada, o gráfi- 
co de -f— é exibido na Fig. 30-5. Como —f(x) > 0, 


| —f(x) dx = área B 


y=/6) 
Fig. 30-5 
Mas, por simetria, área B = área A; e, pelo Teorema 30.2, com c =-1, 
b b 
| —f(x) dx = -Í f(x)dx 
Segue-se que 


frw dx = — (área A) 


Em outras palavras, a integral definida de uma função não positiva é o negativo da área acima do gráfico da 
função e abaixo do eixo x. 


Teorema 30.3: | Sc fe g são integráveis em [a,b], então também são f+gef-ge 
b b b 
: [ (f69 + д0) dx = | f(x) dx + | g(x) dx 
Novamente, essa propriedade é conseqüéncia da correspondente propriedade das somas aproximadas, 
È [PO + 001 = Y PG) + Y Q() 
i-i i=1 i-i 
Teorema 30.4: Sea«c«bese fé integrável em [a,c] e em [c,b], então f é integrável em [a,b] е 
b c b 
| f(x) dx = | f(x) dx + | f(x) dx 
la la le 
Para f(x) > 0, о teorema é óbvio: a área sob o gráfico de a a b deve ser a soma das áreas de a a c e de c a b. 


Exemplo О Teorema 30.4 nos leva a uma interpretação geométrica para integral definida quando o gráfico de f 
tem o aspecto mostrado na Fig. 30-6. Aqui, 


b a e сз са b 
E) fes soaa | 163 + | /®&+ [jas 
RAE Ae ДЕЛ, ў ў i 


Ou seja, a integral definida pode ser considerada uma área total, na qual as áreas acima do eixo x são consideradas 
como positivas e área abaixo do eixo x são consideradas negativas. 
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Assim, podemos inferir da Fig. 27-2(b) que 


2n 
[ sen x dx = 0 
o 


pois a área positiva de 0 a л é cancelada pela área negativa de т a 27t. 


Fig. 30-6 


Limites de Integração Arbitrários 


-Ao se definir | f(x) dx, assumimos que os Mites de integração a e b são tais que a « b. Estendemos a definição 


como se segue: 
(1) fe f o9 dx = 0. 


(2) Sea > b, faça È f(x) dx = — [Н f(x) dx (sendo que a integral definida à direita recai no caso da definição ori- 
ginal). 


Sob o ponto de vista dessa definição estendida, a permuta dos limites de integração em qualquer integral defi- 


nida inverte o sinal da integral. Além disso, as equações dos Teoremas 30.2, 30.3 e 30.4 agora valem para limites 
arbitrários de integração a, b e c. 


Problemas Resolvidos 


b 
30.1 Mostre que [ ldx-b—a. 


la 


Para qualquer sub-divisáo а = x; < ху < x3 < < Xn-1 € X, = b de [a,b], a soma aproximada (30.1) é 


Y х) Ах = y Ai  [jáquefio)= | para todo x] 
i=1 =1 


= (ху = Xo) + (x3 = x1) + (x3 — X3) bo Tx 1) х, хова 


b 
[2-2 


Para uma demonstração intuitiva alternativa, observe que f? 1 dx é igual à área de um retângulo com base de com- 


primento b — a e altura 1, uma vez que o gráfico da função constante 1 é a reta у = 1. Essaáreaé(b- a 1) = b- a 
(ver Fig. 30-7). 


Como toda soma aproximada é igual a b — a, 


dis 


ACTA AAN 
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Fig. 30-7 


1 


30.2 Calcule [ x? dx. [O leitor pode considerar a fórmula 1? + 22 + ·.. + n? = ot tn +) a qual foi estabele- 
o 


cida no Problema 30.12(a,ii).] 
Divida o intervalo (0,1] em n partes iguais, como indicado na Fig. 30-8, fazendo cada Дух = 1/n. No i-ésimo sub- 


intervalo [(— 1)/n,i/n], seja xt о extremo direito i/n. Logo, (30.1) fica 


Zsana E (0) 
Em (yen 
E 6 iun n 
(3e 

n n 


Fig. 30-8 


Podemos tornar a subdivisáo cada vez mais fina, fazendo n tender a infinito. Logo, 


E 1 1 na 1 
2 dx = lim 2|1 6 - [24 -] 2 2002 = 
[e mie) 
Esse tipo de cálculo direto de uma integral definida é possível somente para as mais simples funções f(x). Um mé- 
todo muito mais abrangente será explicado no Capítulo 31. 


30.3 Sejam ftx) e g(x) integráveis em [a,b]. 


(a) Sef(x)z 0 em [a,b], mostre que 


f(x) dx z 0 
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(b) Sef (x) x g(x) em [a,b], mostre que 


b b 
| f(x) dx x [ g(x) dx 


(с) Se m<f(x) < М em [a,b], mostre que 


b 
"bas | Јо) dx < M(b— a) 
a 
(а) A integral definida, sendo a área sob o gráfico de f, nào pode ser negativa. Mais rigorosamente, toda soma aproxi- 


mada (30.7) é não-negativa, uma vez que f(x*) > 0 e A;x > 0. Logo (como mostrado no Problema 9.10), o valor 
limite das somas aproximadas também é não-negativo. 


(b) Como g(x) — f(x) > 0 em [a,b] 


b 
| (00) -f dx 20 — [por(a)] 
ES dx — [ f(x) dx >0 [pelo Teorema 30.3] 
[ж dx > [ f(x) dx 
b b : b Й 
[= | ла ме [рог (b)] 
т E dx < [ro dx<M f: dx [pelo Teorema 30.2] 


ть — a) < [ro dx < M(b — a) [pelo Teorema 30.1] 


Problemas Complementares 


30.4 Calcule: 


(a) E dx — (b) [se dx (o) [е +4) dx 
2 о iJ 


[Sugestáo: Use os Problemas 30.1 e 30.2.] 


Р : 
30.5 Para a função f representada graficamente na Fig. 30-9, expresse [ f(x) dx em termos das áreas A,, Az, Аз. 
o 


AN A A 


memoc 
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b zi 


30.6 (a) Mostre que b dx = > Vocé pode assumir a fórmula 1 T2440 +n= vi ) demonstrada no Problema 
o 


30.12(a). Verifique seu resultado usando a fórmula usual para área de um triângulo. [Sugestão: Divida o interva- 
lo [0,b] em n sub-intervalos iguais e escolha XF = уп, o extremo direito do i-ésimo sub-intervalo.] 


2 


b 
(b) Mostre que хіх = - [Sugestáo: Use (a) e o Teorema 30.4.] 
la 


3 
(c) Calcule [ 5x dx. [Sugestáo: Use o Teorema 30.2 e (Ь).] 
1 


30.7 Mostre que a equação do Teorema 304, 


с b b 
[ әк f ЈО) «= | fix) dx 
la le la 
vale para quaisquer números a, b, c, tais que as duas integrais definidas à esquerda podem ser definidas no sentido esten- 


. dido. [Sugestão: Considere todos os seis arranjos entre diferentes ab ca<b<ca<c< bb<a<cb<c<ac< 
a< b, c « b < а. Também considere os casos nos quais dois dos números são iguais ou todos os trés são iguais.] 


2 
30.8 Proveque 1 < Í X) dx < 8. [Sugestão: Use o Problema 30.3(c).] 
1 


2 
30.9 (a) Calcule | М4 — x? dx usando uma fórmula da geometria. [Sugestão: Qual curva representa o gráfico de 
iJ 
y-44- x] 


(b) А partir do item (a) mostre que 0 < л < 4. (Estimativas muito melhores para л são conseguidas desse modo.) 


30.10 Calcule: 


3 4 э jn 5 nA 1 
(a) YQi-1 (b) p (3k? + 4) © X suc 2 Y А) se f(x) = а 
=0 j=0 asi NA 


i=1 
30.11 Se fé contínua em [a,b], f(x) = 0 em [a,b] efix) > 0 para algum x em [a,b], prove que 


[o dx>0 


[Sugestáo: Por continuidade, f(x) > К> 0 em algum intervalo fechado dentro de [a,b]. Use o Teorema 30.4 e o Proble- 
ma 30.3(c).] 


30.12 (a) Use indução matemática (ver Problema 12.2) para provar que: 


0 1424 pro TD (i) PAR каз Et 


(b) Observando os casos em quen = 1, 2, 3, 4, 5, procure adivinhar uma fórmula para 1? + 25 +... + п? e entáo 


demonstre-a por indução matemática. ISugestão: Compare os valores da fórmula (i) no item (a) para n = 1,2, 
3.4,5.] 
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30.13 Se o gráfico de fentre x = 1 ex = 5 é como o mostrado na Fig. 30-10, calcule [$ f(x) dx. 


Fig. 30-10 


30.14 Seja Дх) = 3x + 1 para 0 < х < 1. Se o intervalo [0,1] é dividido em cinco sub-intervalos de mesmo comprimento, qual 
é a menor soma de Riemann (30.1) correspondente? 


O Teorema Fundamental 
do Cálculo 


31.1 CÁLCULO DA INTEGRAL DEFINIDA 
Desenvolvemos aqui um método simples para calcular 
b 
| fix) dx 
um método baseado em uma profunda e surpreendente conexão entre derivação e integração. Essa conexão, 


descoberta por Isaac Newton e Gottfried von Leibniz, os inventores simultâneos do cálculo, é expressa da se- 
guinte forma: 


Teorema 31.1: Seja f contínua em [a,b]. Logo, para todo x em [a,b], 


[ro de 


é uma função de x tal que 


(p fo a) -fG) 


Uma demonstração pode ser encontrada no Problema 31.5. 


Agora, para o cálculo da integral definida, seja F(x) — f f(x) dx alguma antiderivada de f(x) (para x em 


р х 
[a,b]). De acordo сот o Teorema 31.1, a função | ЈО) dt também é uma antiderivada de f(x). Logo, pelo Co- 


rolário 29.2, 
| f(t) dt = Ех) + С 
рага alguma constante C. Quando x = a, 


o- [74 - ra e c ou Ce -F(g 
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Assim, quando x = b, 


b 
| Л) dt = F(b) — F(a) 
e desse modo provamos o: 


Teorema 31.2 (Teorema Fundamental do Cálculo): Seja f contínua em [a,b] e seja Fi (x) = [| f(x) dx. Logo, 


[o dx = F(b) — F(a) 


_——Є ____ ——_—_—_—_—___ 


NOTAÇÃO А diferença F(b) – F(a) será freqüentemente denotada por F(x) É, e o teorema fundamental do cálculo pode ser rees- 


crito como 
b lb 
| Хох) dx - [ros | 


mm" 
Exemplos 
E 


.. (a)... Lembre-se do complicado cálculo de.. | x2.dx.=.$. no Problema 30.2. Se, em contrapartida, escolhermos:a an= 
i" 


tiderivada x'/3 e aplicarmos o teorema fundamental do cálculo, 


(b) Determinemos a área A sob um arco da curva y = sen x; digamos, o arco de x = 0a x = n. Com j sen x dx = 


—С0$ X + /5 o teorema fundamental do cálculo nos dá 


A= [| кахф =(севх+ S [ erm Sos 4/5 
iu iJ 
-[-(-04 /5] - (-14 5) 1-14 JS [5-2 


Observe que os termos com NA se cancelaram no cálculo de A. Grosseiramente falando, usamos a antideriva- 


da “mais simples" (ho caso, —cos x) para empregar no teorema fundamental do cálculo. 


31.2 VALOR MÉDIO DE UMA FUNCAO 
O valor médio ou a média entre dois números a, e a, é 
ata 
2 
Para n números a, 45, ..., 4, , O valor médio é 


а +4 + +4, 
п 


Agora considere a função f definida em um intervalo [a,b]. Сото pode assumir infinitos valores, não pode- 
mos usar diretamente a definição acima para falar sobre a média de todos os valores de f. No entanto, vamos divi- 
dir o intervalo [a,b] em n sub-intervalos iguais, sendo que cada um tem comprimento 

b—a 
n 


Ax = 
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Escolha um ponto arbitrário хў no i-ésimo sub-intervalo. Logo, a média dos n números f(x), FO, ..., fedt) é 


n 


1 n 
=-= х* 
; fen 
Sen é grande, esse valor deveria ser uma boa aproximação da idéia intuitiva de “valor médio de fem [a,b]". Mas, 


n 


1 Y. м | 1 1 
zs у. * cs 
= > fed) =; E SOP Ах uma vezque o "I 


i=1 


b 
Quando n tende a infinito, a soma à direita se aproxima de [ f(x) dx (pela definição da integral definida), e so- 
mos levados a: i 


b 
Definição: О valor médio de fem [a,b] é а | f(x) dx. 


Exemplos 
(a)... O.valor médio V de sen x em [0,7] é 


У = 


E 1 
E [ sen х dx =- (2) [pelo exemplo (b) acima] 
п-0 h л 


Dim 
— % 0,64 
л 


(b) O valor médio V de x° em [0,1] é 


1 4 1 
Kar SD ECHEL 


Mas f x? dx = x*/4. Logo, pelo teorema fundamental do cálculo, 


Com o valor médio de uma função definido desse modo, temos o útil 


Teorema 31.3 (Teorema do Valor Médio para Integrais) Se uma função fé contínua em [a,b], então assume 
seu valor médio em [a,b]; ou seja, 


1 é | 
Б f fe) dx - f) 


para algum c tal que à € c < b. 


Para a demonstração, ver Problema 31.4. Observe gue, em contraste, a média de um conjunto finito de núme- 
TOS 41, 42, ..., à, em geral não coincide com qualquer um dos а. 


31.3 MUDANÇA DE VARIÁVEL EM UMA INTEGRAL DEFINIDA 


Para calcular uma integral definida pelo teorema fundamental do cálculo, uma antiderivada f f(x) dx se faz neces- 
sária. Foi visto no Capítulo 29 que a substituição por uma nova variável u pode ser útil para encontrar JS) dx. 


Quando a substituição é feita também na integral definida, os limites de integração a e b devem ser substituídos pe- 
los valores correspondentes relativamente a и. 
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Exemplos Calculemos 


1 
[ña 
o 


Faça и = 5x + 4; logo, du = 5 dx. Considere os limites de integração: quando x = 0, u = 4; quando x = 1, и = 9. Por- 
tanto, 


9 


Rose Quel СЕ 
о à 3 5j. 5 A3 


2 2 
32:07 5 Era т. 1/9 — а 


la 


38 


iO LE D 22,438 
7350 -72D250-9-509-1 


Vero Problema 31.6 para uma justificativa desse procedimento. 


Problemas Resolvidos 


311 


312 


313 


314 


Calcule a área A sob a parábola y = x? + 2x e acima do eixo x, entre x= Qe x= 1. 


Como x? + 2х > 0 para x > 0, sabemos que o gráfico de y = х? + 2x está sobre ou acima do eixo x, entre x = 
0 e x = 1. Logo, a área é dada pela integral definida 


[е + 2x) dx 


Usando o teorema fundamental, 
1 3 1 3 3 
MEN: (E) iE LAS е. 
A [6 ma (Gre) (+1) (Zee) 3+1=5 


а+ 2л 
Calcule | sen x dx. (Compare com o exemplo que segue o Teorema 30.4, onde a = 0.) 


Pelo teorema fundamental, 


'at2n a+ 2n 
[ sen x dx = —cos | =0 
la 


la 


uma vez que a função co-seno tem período 2л. 


Calcule o valor médio V de yx em [0,4]. Para qual x em [0,4] que o valor ocorre (conforme garantido pelo Teo- 
rema 31.3)? 


Esse valor médio, +, é o valor de „х quando х = (3)? = 4$. Observe que 0 < 16 < 4. 
Prove o teorema do valor médio para integrais (Teorema 31.3). 


b 
Escreva V= 4 | f(x) dx 
Я b—aj, 


Sejam m e M os valores mínimo e máximo de f em [a,b]. (A existéncia de m e M € garantida pelo Teorema 14.2.) Logo, 
m<f(x)< М para todo x em [a,b], de modo que o Problema 30.3(c) nos dá 
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поа лама oq msV<M 
CC Mas então, pelo teorema do valor intermediário (Teorema 17.4), o valor V é assumido por f em algum ponto de [a,b] 
31.5 Demonstre o Teorema 31.1. 

Escreva 9(х) =Í FO dt 


Então, g(x + h) — g(x) = M dt— [ FO dt 
xh 


- [ro dt + 


x+h 
-Í f() de 


Pelo teorema do valor médio para integrais, a última integral é igual a hf(x*) para algum x* entre xex + h. Portanto, 


Fit) dt — [vo dt [pelo Teorema 30.4] 


D en 


| »([ 104) оо - im 19-69). 


Mas quando  — 0, x + h > x, e, assim, x* — x (já que x* está entre x e x + й). Como fé contínua, 


m f(x*) 
Er 


| 


lim f(x*) = f(x) 
h>0 


ea demonstração está completa. 


b 
31.6 (Mudança de Variáveis) Considere | f(x) dx. Seja х = g(u), de forma que quando x varia de a a b, u aumenta 


ou diminui de c para d. [Ver Fig. 31-1; com efeito, descartamos 8'(u) = 0 em [c,d].] Mostre que 


| Р) dx -[ Hola (u) du 


> [O lado direito é obtido substiuindo x por g(u) e dx por g'(u) du e mudando os limites de integração a e b por ce d.] 


Fig. 31-1 


Faca 


e 
o 
e 
e 
e 


LU 


F(x) = | Јо) ах o Р(х) = (х) 


р (тз т е кт т 
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A regra da cadeia nos dá 
DAFU) = Р'(9(0)0 (0) = f (g(u)o Gu) 
Logo, 
IL (a()g (1) du = F(g(u)) 
Pelo teorema fundamental, 
f figu)g(u) du = Е ví] = Flg(d) — Falo) 


- Fb) Flo) = [ го) de 


muxo 


1 
317 Calcule [ X! + dx dx. 
0 


Vamos determinar a antiderivada de ,/х2 + 1 x fazendo a substituição u = x? + 1. Logo, du = 2x dx, e 


3/2 E 
[As [Vida fora E iS 


3 
2 


1 1 
ш sio + = (+ DO 


mia 


Assim, pelo teorema fundamental, 
Е: y| (17 IP —(/02+1)) 
o o 
1 1 
-3 «2 (VD) =30/2-1) 


ÁLGEBRA VEVE A= e (YP=P=1 


Método Alternativo: Faça a mesma substituição acima, mas diretamente na integral definida, mudando adequadamente 
Os limites de integração. Quando x = 0, x = 0, u = 0? + 1 = 1; quandox = 1, x = 1,u = 12 4 1 2, Assim, a pri- 
meira linha do cálculo acima nos leva a 


$ 2 3/212 2 
[Vaf una 5] que] 
0 1 1 


2 233 ] 73 


BP - UI -lei-n 


31.8 (a) Seféuma função par (Seção 7.3), mostre que, para qualquer a > 0, 


| f(x) dx = : | f(x) dx 

-a lo 

(b) Se fé uma função ímpar (Seção 7.3), mostre que, para qualquer a > 0, 
f f(x) dx « 0 


Se и = x, então du = –ах. Logo, para qualquer função integrável Дх), 


0 0 o a 
[ е | Soda) = -Í Hu) a-[ Hu) du 


€ 
€ 
€ 
€ 
( 
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fU тты «тү mmy mm 


© 
€ 
é 
€ 
€ 


31.9 


NOTAÇÃO Mudar o nome da variável em uma integral definida não afeta o valor da integral: 
b b b 
[ов foa- [ano 
la la la 


Assim, mudando de и para x, 


0 a 
| лав [Jena 0) 
=a i" 


e assim 
[ Јо) dx= | { f(x) dx + Í “fode [pelo Teorema 304] 

= [ “Hg d J: f(x) dx [de acordo com (1)] 

- [ Го) - f(—3) dx [pelo Teorema 30.3] 


(a) Рага uma função par, f(x) + A-x) = 2f(x), donde, 


f fo) dx= [ aft) dx 25 [ fog dx 
0 


=a iu 


(b) Parauma função impar, f(x) + X-x) = 0, donde, 


[ f(x) dx = [saco [а-о 
д, o iJ 


(q A ---MIR¿2A*€>2%A 
NOTAÇÃO Normalmente se escreve 
b b 
[ dx no lugar de [ 1 dx 
la la 


(a) Seja f(x) > 0 em [a,b] e considere [a,b] dividido em n partes iguais, de comprimento Ax = (b — a)/n, por 
meio de pontos Xy, X; ,..., х,у [ver Fig. 31-2(a)]. Prove que 


І b Ax п-1 
[ FO) dx ж ES (ra +2 y fix) +10) regra trapezoidal 
а і=1 


(b) Usearegra trapezoidal, com n = 10, para estimar 
1 
[ x dx (=0,333..) 
o 


(a) A área da faixa sobre o intervalo [x,..,, х] é aproximadamente a área do trapezóide ABCD na Fig. 31-2(b), que é 
Ax 
| F Uta) fel 


GEOMETRIA А área de um trapezóide de altura / e bases b,eb,é 


1 
x 2 hb, + bo) 
НЫ 
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onde consideramos хе = a, x, = b. A área sob a curva é então aproximada pela soma das áreas dos trapézios, 


| Јо) dx x = (Ооо) HED + Са) fe) E 005-2 9/089) 


л-1 
СТИ) 


(b) 


(b) Реја regra trapezoidal, com n = 10, a = 0, b = 1, Ax = 1/10, x; — 1/10, 


bs 1 2 9 
[> язу +21 


20 


sendo que o valor exato é 0,333....! 


Problemas Complementares 


S met sad 
E, 100 20 100,5 
E (s (285) + 1) [usando aritmética ou o Problema 30.12(a, Н)] 


L = 0,285 + 0,050 = 0,335 


31.10 Use o teorema fundamental para calcular as seguintes integrais definidas: 


(a) х Qx!—2x41)dx (b) [ 
+} 


o 


16 
(a) [ x32 dx 
1 


ја 


2/3 
cos x dx (c) [ sec? x dx 


iJ 


(e) LG). (69) [ x? — 6x +9 dx 


31.11 Calcule as áreas sob os gráficos das seguintes funções, acima do eixo x e entre os dois valores indicados de x, a e b. [No 
item (2), a área abaixo do eixo x é negativa.) 


(а) f(x) =sen х ( =¿.0=5) 


(c) 


() Ло) = х2 3х (a=3,b=5) 


(0) Л) = х0 – 2) (a=1,b=2) 


b) Је) = х2 +4х (a=0,b=3) 


@ Јо) = /4x+1 (a=0,b=2) 


(9) ЛО) = sen? х cos х (6-%›->) 


(h) /бд=4х—х?* (a=0,b=3) 


b 
Quando f tem uma derivada segunda contínua, pode ser demonstrado que o erro ao se aproximar [ f(x) dx pela regra trapezoidal é no máximo (b — a)/12n?) 
la 


M, onde M é o máximo de lf" G9| em [a,b] е n é o número de sub-intervalos. 
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31.12 Calcule as seguintes integrais definidas: 


2 лја 1 
(a) | COS x sen x dx (b) Í tg x sec? x dx (c) | M 3x* — 2x + 3 (3x — 1) dx 
o iJ =t 
'n/2 2 5 
d) vsenx+lcosxdx (е) | Vx+2x dx (7) [9-99 
2 


sis y Р E х А 8 х 

9) [ ух? — 9x? dx (А) [ Grp é (i) [ ESTE 
2 247. o 

Т f Ix — 11 dx (9 [| e п) [ею TF3 dx 
-1 Д 4х -2 


5 j8 
(m) | Vx! — 4х° dx (n) [ sec? 2x tg? 2x dx 
2 i" 


Sugestão: Aplique o Teorema 30.4 ao item (DJ 


31.13 Calcule o valor médio de cada uma das funções no intervalo dado: 


(а) fo) = Ух em[0,1) (b) fü) sec? x em [o d 


(с) fü) =x? — 2x — 1 em [2,3] (d) Кх) = sen x + cos x em [0,7] 
31.14 Verifique o teorema do valor médio para integrais nos seguintes casos: 

(а) Дх) =х+ 2ет [1,2] 

(b) fx) =x ет [0,1] 

(с) Ах) =x + 5 em [0,3] 


31.15 Calcule usando a técnica de mudança de variável: 


El 12 
(а) [ „2х + 3х2 dx (b) Í sen? x cos x dx 
1/2 o 


31.16 Usando apenas raciocínio geométrico, calcule o valor médio de ЈО) = 2x — x? em [0,2]. [Sugestão: Se y = f(x), 


então (x — 1)? + y? = 1. Desenhe o gráfico.] 


31.17 Se, em um período de tempo T, um objeto se move ao longo do eixo x de X, A x,, calcule sua velocidade média. [Su- 


gestão: {ой = х] 
31.18 Calcule: 
x 1 x 
(a) od 5-7 a) (b) »([ sen? D (с) »( | Ji* +1 a) 
2 L3 -x 


[Sugestão: No item (c), use o Problema 31 -&(a).] 


3 
31.19 Colete Í х? sen x dx. 
i 


3x2 


31.20 (a) Calcule »(| DI a) [Sugestão: Com u = 3x?, a regra da cadeia nos dá o([ É +1 a) = 


1 1 
z d 

od JO41 a) ` x со Teorema 31.1 se aplica ao lado direito.] 
1 


(х) 
(b) Encontre uma fórmula рага Р,( ғо dt). 


la 


А 3x 1 
(c) Determine | yt a) e »([ (5 + 1) a) 
o se 


Ws E 


SADADARS 
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o 2 
31.21 Isoleb: Ea de=. 
1 


5 
3122 Se [ f(x — k) dx = 1, calcule 
3 


sek 
| £09 d. 
dk 
[Sugestão: Façax=u-k] 
3123 Sefx)= sen; PARTEN calcule І f(x) dx. 
7 [3х2 paax>o mid ў 


31.24 Sabendo-se que 2x? — 8 = | (0) dt, determine: (a) uma fórmula para f(x); (b) o valor de a. 
la 


: LE 
1. fi = | ——dt. 
31.25 Defina H(x) [ ТЕР 


(a) Calcule H(1) 


(b) Calcule H'(1) 


(c): Mostre que H(4) — H(2) < ; 


3126 Seo valor médio de f(x) = x? + bx — 2 em [0,2] é 4, calcule b. 
1 [2+ 
3127 Calcule lim Я Ух? +2 2! 
h=0 2 


3128 Se g é contínua, quais das seguintes integrais são iguais? 


b bet b-a 
(a) [ 90) 4х (b) [ gx—1dx (0 [ gx + a) dx 
la lati 


о 


3129 А região acima do eixo x с sob a curva y = sen x, entre x = O e x = x, é dividida em duas partes pela reta x = c. A área da 
parte esquerda é 4 da área da parte direita. Calcule c. 


31.30 Encontre o(s) valor(es) de k para o(s) qual(is) 
2 2 
[-[ (2 — x dx 
о o 


3131 A velocidade v de um objeto que se move sobre o eixo x é cos 31. Está na origem em t = 0. (a) Encontre uma fórmula pa- 
ra a posição x em qualquer instante г. (b) Calcule a média da posição no intervalo 0 < t < 1/3. (c) Para quais valores de 
+ em [0,7/3] que o objeto se move para а direita? (d) Quais são as coordenadas x máxima e mínima do objeto? 

31.32 Um objeto se move em uma linha reta com velocidade v = 31— 1, onde v é medida em metros por segundo. Quanto o ob- 


jeto se desloca no período de 0 < t < 2 segundos? [Sugestão: Aplique o teorema fundamental do cálculo.) 


31.33 Calcule: 


if a 2n nm 
(a) lim -|sen--sen— +... +sen— 
n n n 


пэ+о П 


С) di ap E MSIE A AA Z 
(b) a te (Ses (2 =. + sec (e 1) 5 +2 т 


аы аа. ада шш шш лыы а да. аш аы ш лї ш юш  I 
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31.34 


31.35 


^a 31.36 


(Regra do Ponto Médio) Em uma soma de Riemann (30.1), $ F(xF) A; x, se escolhemos x* como o ponto médio do 
i21 
i-ésimo sub-intervalo, então a soma resultante é dita ser conseguida pela regra do ponto médio. Use essa regra para esti- 
mar [> dx, usando uma divisão em cinco sub-intervalos iguais e compare com o resultado exato obtido pelo teorema 
o 
fundamental. 


(Regra de Simpson) Se dividimos [a,b] em n sub-intervalos iguais por meio dos pontos а = Xo, X,, X,, ..., enépar, 


b 
então a aproximação para [ f(x) dx dada por 
la 


b—a 
3n 


(Госа) + у) + 2/633) + 4f (3) + 2 (а) + >>> + 4/(х„-.) + / бы) 


é dita ser conseguida pela regra de Simpson. Com exceção do primeiro e do último termos, os coeficientes consistem de 
4s e 2s alternados. (A idéia por trás disso é usar parábolas como arcos que se aproximam da curva no lugar de segmentos 
л 


de reta, como na regra trapezoidal. ? Aplique a regra de Simpson para aproximar | sen x dx, сот л = 4 e compare o re- 
'o 


sultado com a resposta exata obtido pelo teorema fundamental... 


1. 
Considere a integral [ x? dx. 
0 


(a) Use a regra trapezoidal [Problema 31.9(а)], com л = 10, para aproximar a integral e compare o resultado com a res- 
posta exata obtida pelo teorema fundamental. [Sugestão: О leitor pode assumir a fórmula 12 + 22 + +- + n? = 


(n(n + 1/22 


(b) ICG] Estime a integral pela regra do ponto médio com л = 10. 


(c) (СОЇ Estime a integral pela regra de Simpson com n = 10. 


intervalos.) 


E n z a . . " a " 
Em geral a regra de Simpson é mais precisa que a regra do ponto médio ou a regra trapezoidal, Se f tem uma derivada quarta contínua em [a,b], então o er- 


b 
ro ao aproximar | f(x) dx pela regra de Simpson é, no máximo, (b — a)5/180n*)M,, onde M, é o máximo de | f ?(x)| em [a,b] e n é o número de sub- 


Aplicações de Integração І: 


Área e 


Comprimento de Arco 


32.1 ÁREA ENTRE UMA CURVA E O EIXO y 


Já aprendemos como encontrar a área de uma região como a mostrada na Fig. 32-1. Agora vejamos o que acontece 
quando x e y são permutados. 


Exemplos 


(a) O gráfico de x = y^ + 1 é uma parábola com seu “nariz” em (1,0) e tendo o eixo positivo x como seu eixo de 


(b) 


simetria (ver Fig. 32-2). Considere a região 2 consistindo de todos os pontos à esquerda desse gráfico, à direi- 


ta do eixo y e entre y =-1 e y = 2. Se aplicamos o raciocínio usado para calcular a área de uma região como 
aquela mostrada na Fig. 32-1, mas com x e y permutados, devemos integrar “ao longo do eixo y". Logo, a área 
de 2 é dada pela integral definida 


2 
| 0? + 1) dy 
-1 


O teorema fundamental nos dá 


2 3 2 3 En 
[soto] o) e 


Encontre a área da região acima da reta y = x — 3 no primeiro quadrante e abaixo da reta y = 4 (a região 
sombreada da Fig. 32-3). Considerando x como uma função de y, ou seja, x = y + 3, podemos expressar a 


área como 
4 y 4 
[ oe» (Ж +ъ)] 
o 2 o 


42 0 16 
-( +эв)-(®+эв)- + 12=20 


Verifique esse resultado calculando a área do trapezóide OBCD pela fórmula geométrica dada no Problema 31.9. 
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Fig. 32-1 Fig. 32-2 


$e AN A 


"A 


Fig. 32-3 Fig. 32-4 


€ 32.2 ÁREA ENTRE DUAS CURVAS 


Considere que 0 < g(x) < f(x) para x em [a,b]. Determinemos a área A da região % que consiste de todos os pon- 


tos entre os gráficos de y = g(x) e y = fx) e entre x = ae x = b. Como pode ser visto na Fig. 32-4, A é a área sob a 
curva superior y = f(x) menos a área sob a curva inferior y = (x); ou seja, 


b b 
А = [ х) dx — ES dx = [ (f(x) — g(x) dx (32.1) 


Exemplo A Fig. 32-5 mostra a região 4? sob a reta у = 3х + 2, acima da parábola y = х?, eentreoeixo ye 
x= 1. Suaáreaé 
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A fórmula (32.7) ainda é válida quando a condição sobre as duas funções é enfraquecida para 
ae) x f) 


ou seja, quando as duas curvas ocorrem parcial ou totalmente abaixo do eixo x, como na Fig. 32-6. Ver Problema 
32.3 para uma demonstração dessa afirmação. 


Outra aplicação de (32.1) é determinar a área de uma região delimitada por duas curvas. 


AY 


AY 


0 
1 
o 
9 
x 
xY 


дг 825 e Fig; 32:6 


Exemplo Calcule a área da região delimitada pela parábola y = x? e pela reta y = x + 2 (ver Fig. 32-7). 
pelap pe y g 


Os limites de integração a e b em (32.7) devem ser as coordenadas x dos pontos de interseção P e Q, respectiva- 
mente. Esses são determinados resolvendo simultaneamente as equações das curvas y — x? e y =x + 2. Logo, 


x =x+2 ou x-x-2=0 ой (x-2x+1)=0 
donde, x = a = -1 e x = b = 2. Assim, 


2 2 NY 
“= | (eaa (8-2) 
E 2 3), 


2 3 En y 
-(+0-2)- (О +a- -2) 


2 3 2 3 
4 8 1 i 3 9 
-(+4-))-(- ЕЕ 
3 3 3+6 9 
тыб ш y 
A) 


=, 


PX 


" 


de 
1 
| 


me remos GEO 


000000 


i 


E 


fof frm e em 


| 
| 
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32.3 COMPRIMENTO DE ARCO 


Considere uma função f diferenciável (não apenas contínua) em um intervalo fechado [a,b]. O gráfico de fé uma 
curva que conecta (a/f(a)) e (bf(b)). Devemos encontrar uma fórmula para o comprimento L dessa curva. 


Divida [a,b] em n partes iguais, cada uma com comprimento Ax. Para cada ponto X; nessa sub-divisão corres- 
ponde o ponto P(x;, f(x)) na curva (ver Fig. 32-8). Para n grande, a soma PP + P,P, +... + Pr "3 


У. Р; 1Р, dos comprimentos dos segmentos de reta P;_,P, é uma aproximação do comprimento da curva. 
Mas, pela fórmula de distância (2. 1), 


РР, = es = xia + (б) — fis)? 
No entanto, x, — x¿- = Ax; além disso, pelo teorema do valor médio (Teorema 17.2), 
Ло) — f оча) = 68 — Оф) = (Ах) (х}) 


para algum xf em (x;_ ,, x). Logo, 


РР, = MA  (AxPU" = TER 
7 A G'GPY! x = JA + GP Ax 


e Y р Y GG Ах 


Fig. 32-8 


À soma à direita se aproxima da integral definida 


b b 
[л + (0)? dx = [ METTE 


Logo, fazendo n > 00, temos 


b 
L= [ JA (Y dx fórmula de comprimento de arco (32.2) 


Exemplo Determine o comprimento do arco do gráfico de y = x? de (1,1) a (4,8). 
Temos 


“3 1/2 VA 9 
У=5х e (y =7* 
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Logo, pela fórmula de comprimento de arco, 


7 9 9 4 
Seja u=1+7x du = dx dx = du 


Quando x = 1, и = 12; quando x = 4, и = 10. Assim, 


ep Hs 9 j|] [E i б “Dl. 
cale (o som (79) 


ZI i- 245). 57 89/10 — 13,/13) 


sendo que, no penúltimo passo, usamos a identidade NP = oo = e c. 


Problemas Resolvidos 


32.1 Calcule a área A da região à esquerda da parábola x = — y? + 4 e à direita do eixo y. 


A região é mostrada na Fig. 32-9. Observe que a parábola corta o eixo y em у = 2. (Faça x = 0 na equação da 
curva.) Logo, 


2 2 
= | {(—у*+4)4у=2 [ (—у*+4)4у [рео Problema 31.8(a)] 
-2 o 


3 2 2 03 
«4-2 +4y)| = 4(- = a) - G 4 о} 
3 o 3 3 
8 8 24 16 32 
Ci) P$) 
322 Calcule a área da região entre as curvas у= xe y = 2х, entre x = 0e x = 1 (ver Fig. 32-10). 


Para0<x<1, 


2x x = х2 — x?) = 02 + xl /2—x) > 0 


uma vez que todos os três fatores são não-negativos. Logo, y = x? é а curva mais baixa e у = 2x é a curva mais alta. De 
acordo com (32.7), 


1 x* T 1º 0* 1 3 
E — x?) dx =| x2 — AP РЕ 7 ЯЕ ый 
А -[e х?) dx (x 2 (1 =) (o г) 1- 4 4 


47 


хт 


Рід. 32-9 


Fig. 32-10 


ш Эш жш Cas ш уш ш г маг mr cue ш чш 


p 
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b 
32.3 Prove que a fórmula para a área А = [ (f(x) — g(x)) dx vale sempre que g(x) < f(x) em [a,b]. 
a 
Seja т < 0 o mínimo absoluto de g em [a,b] [ver Fig. 32-11 
do eixo x e esse caso já é conhecido.) "Levante" 
ПФ), estão sobre ou acima do eixo x e delimita: 


(a). (Se m > 0, ambas as curvas estão sobre ou acima 


ambas as curvas [mf Unidades; os novos gráficos, mostrados na Fig. 32- 
т a mesma área dos gráficos originais. Assim, de acordo com (32.1), 


b 
4 -f (116) Imp — (6) + [mp] dx 


b b 
= fo = a o de= [ы-у 


4) M 


у=) + (m) 


> E y 
x y H 
! H 
| = 80) + i 
a b x 
(a) (b) 
Fig. 32-11 


32.4 Determine a área A entre as parábolas y = x? — I e y= —(x2 — 1). 


Da simetria da Fig. 32-12 está claro que A será igual a quatro vezes a área da região sombreada, 


1 1 x? 1 
а-а [ 62-е Гараа «-£J 
lo lo o 
13 03 21 8 
0-5) (-D)-49-5 


32.5 Encontre a área entre a parábola х = y? earetay = 3x2 (ver Fig. 32-13). 


Encontre os pontos de interseção. х = y? e y=3x-2 implicam em 


y=3y-2 
3?-y-2=0 
By +2y-1)=0 
3y+2=0 ou y—1-0 


а= ou =1 
Jis 3 y= 
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Fig. 32-12 Fig. 32-13 


Note que não podemos achar a área integrando "ao longo do eixo x” (a menos que consideremos a região como duas par- 
i tes). Integração ao longo do eixo y se faz necessária (a qual requer apenas as ordenadas dos pontos de interseção), 


1 1 
ello) 
А = —-yjd- += = у? dy 
Е AA e 


Aqui a curva “superior” é a reta y = 3x — 2. Tínhamos que resolver essa equação isolando x em termos de y, obtendo x = 
(у + 2)/3. Calculando pelo teorema fundamental, 


.(E.2, X) i21 (9563-603) 
A-(5+ Уз] N53 3, V6) 53V 3/7 3V 3 
-(2.3,8).1 (6 36,8 1 (-2 

z sts) 2^ p 8^8) 32 (8 


2. 81 +4 _ 125 


Я, 
32.6 Calcule о comprimento da curva у = = + d: dex=lax=2. 


2x 
Уа 1 КА ‚20 i5 x 1 
A PER 
Logo, 
x* 1 1 
ja b. d 
0) 4721 
x* 1 1 E 
2 Een p^ in Ec Msg 
mor (2 25) 


Assim, a fórmula de comprimento de arco nos dá 


E es cca 12 ay 
16 +x dx =5 37 | 


ll Aul А dem ы мы мл м М 
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Problemas Complementares 


32.7 Esboce o gráfico e encontre a área: (a) da região à esquerda da parábola x = 2y?, à direita do eixo y e entre у= 1 eyz3; 


(b) da região acima da reta у = 3x – 2, no primeiro quadrante e abaixo da reta y = 4; (с) da região entre a curva y = х? e 
asretasy==xey=l. 


32.8 Esboce as seguintes regiões e encontre suas áreas: 
(a) A região entre as curvas y =x? e y = х3, 
(b) A região entre a parábola y = 4x? e a reta y = 6x - 2. 
(c) A região entre as curvas у = „х, у= 1ех=4. 


(d) A região sob a curva „х + у = 1 e no primeiro quadrante. 


(e) A região entre as curvas у = sen x, y = cos x, x = Oex = Л/4. 


(f A região entre a parábola x = ~y? eareta y =x +6. 


(8) A região entre a parábola y = x? — x — 6 e areta y = -4 


peux 


(i) А região no primeiro quadrante entre as curvas 4у+3х=7еу=х?. 


у, me mur 


(mom m 
баазад 


(№) А região entre as curvas 


() А região delimitada pelas parábolas у = x^ e y = —x? + бх. 

(K) A região delimitada pela parábola x = y? + 2 e pela reta y = x-8. 
(D А região delimitada pelas parábolas y = x? — x e y= x — x2 

(m) А região no primeiro quadrante delimitada pelas curvas y = x? c у= x*. 


(п) A região entre a curva у = x? e as retas y = -xe y= l. 
y y A 


32.9 Calcule os comprimentos das seguintes curvas: 
x 1 
(a) y= rium dex=lax=2. 
(b) y=3x—2dex=0ax=1. 


(с) y==x јех= 1ах= 8. 


(d) х2 + у2/3 = 4 dex=lax=8. 


5 


x 1 
(e) у= tra dex=lax=2. 


0) y= 3 EQ — 3) dex s Dax e 


(6) 24ху=х* -48dex -2ax-4. 


( у= TTE 


32.10 Use a regra de Simpson com n = 10 para estimar o comprimento de arco da curva y = f(x) no intervalo dado. 
(а) у= х?ет 10,1] 
(b у= sen x em [0,7] 


с) у= x? em [0,5] 


Aplicações de 
Integração Il: Volume 


Os volumes de certos tipos de sólidos podem ser calculados por meio de integrais definidas. 


33.1 SÓLIDOS DE REVOLUÇÃO 
Métodos dos Discos e dos Anéis 


Seja f uma função contínua tal que f(x) > 0 para a < x < b. Considere a região % sob o gráfico de y = f(x), acima do 
eixo x e entre x = a e x = b (ver Fig. 33-1). Se 2 gira em torno do eixo x, o sólido resultante é chamado de sólido 
de revolução. As regiões 9? que geram alguns sólidos de revolução conhecidos são exibidas na Fig. 33.2. 


AY 


y= 0) 


Fig. 33-1 


(a) Cone (b) Cilindro (c) Esfera 
Fig. 33-2 
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Teorema 33.1: О volume V do sólido de revolucáo obtido a partir do giro da regiáo da Fig. 33-1 em torno do 
eixo x é dado por 


b à 
V-n f (JX) dx = | у? dx fórmula de disco 


Um argumento para a fórmula de disco é esboçado no Problema 33.4. 


Se trocamos os papéis de x e ye giramos a área “sob” o gráfico de x = 20) em torno do eixo y, então o mesmo 
raciocínio nos leva à fórmula de disco 


V=a Ге» ду = п [> dy 


Exemplos Aplicando a fórmula de disco na Fig. 33-2(a), obtemos 


h r | k y2 
"= [ (55) dyst я 


ME ES (ют 
юз] E 3 


que é a fórmula usual para o volume de um cone com altura A е raio da base r. 


Agora sejam fe g duas funções tais que OS g(x) < f (x) para a < x < be giremos a região Q entre as curvas y = 
JG) е y = р(х) em torno do eixo x (ver Fig. 33-3). O sólido de revolução resultante tem um volume V que é a dife- 
renga entre o volume do sólido de revolução gerado pela região sob у = f(x) e o volume do sólido de revolucáo ge- 
rado pela região sob y = g(x). Logo, pelo Teorema 33.1, 


Ё=т [« FO — (6G) dx fórmula da escova! 


Exemplos Considere a região @ delimitada pelas curvas y = yx € y = x (ver Fig. 33-4). As curvas obviamente 


se interceptam nos pontos (0,0) e (1,1). O sólido de revolução em forma de tigela obtido pela rotação de R em torno 
do eixo x tem volume 


© 1 1 X NY 

€ vos [iei еа (5) 

€ б b 23), 

é fa z 

O -65-3-9)-: 

C 

( , 

є = 30) 

© 

© 

e 

e > > 

e | i 
4 Fig. 33-3 Fig. 33-4 


Esse termo é usado по sentido de que ao se girar um segmento vertical, tem-se al go com a forma de uma escova giratória. 


етте 
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Método das Conchas Cilíndricas 


Seja f uma função contínua tal que f (x) > 0 para a < x < b, onde a > 0. Como o usual, seja a região sob a curva 
y = Јо), acima do eixo x e entre x = a e x = b (ver Fig. 33-5). Agora, porém, gire R em torno do eixo y. O sólido 
de revolução resultante tem volume 


b 


b 
V=2a | xf(x) dx = 2n [ xy dx fórmula da concha cilíndrica 


la 


Para a idéia básica por trás dessa fórmula, bem como seu nome, ver o Problema 33.5. 


4y AY 


“+ 


Fig. 33-5 Fig. 33-6 


Exemplo Considere a função f(x) = 4/12 — x? para 0 < x < r. O gráfico de fé a parte do círculo x. + у=? É 
ç P 8 


que está no primeiro quadrante. A revolução da região % sob o gráfico de f (ver Fig. 33-6) em torno do eixo y, pro- 
duz um hemisfério sólido de raio r. Pela fórmula da concha cilíndrica 


у= [s р? — x! dx 
0 


Para calcular V substitua u = ^ — x^. Logo du = —2х dx е os limites de integração x = Oe x = r ficamu- reu 


0, respectivamente, 
0 1 о "2 
У -2n | Te а) = –п | u? dun [ ul? du 
Я r2 2 hz lo 
2 


(Esse resultado é mais facilmente obtido pela fórmula do disco V = т | x? dy. Tente.) 
iu 


33.2 VOLUME BASEADO EM SECÓES 


Considere que um sólido (n&o necessariamente de revolução) se encontra inteiramente entre o plano perpendicular 
ao eixo x em x = a e o plano perpendicular ao eixo x em x = b. Paraa S x < b, considere que o plano perpendicular 


ao eixo x naquele valor de x intercepta o sólido em uma região de área A(x), como indicado na Fig. 33-7. Logo, o 
volume V do sólido é dado por 


b 
yz | A(x) dx fórmula de seções 


Para uma demonstração, ver Problema 33.6. 


La has ix ш м A 
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я 


nte aisi с UR 


Fig. 33-8 


Exemplos 
(a) Considere que metade de um salame de comprimento A é tal que uma seção perpendicular ao eixo do salame a 


uma distância x do extremo O é um círculo de raio , /kx (ver Fig. 33-8). Logo, 


Ар) = (lo? = mkx 


e a fórmula de seções nos dá 


Д h 27h 2 
v= nisu one] eun 
o lo 2 lo 2 


Observe que para esse sólido de revolução a fórmula de disco daria a mesma expressão para V. 
(b) Considere que um sólido tem uma base que é um círculo de raio ғ. Assuma que existe um diámetro D tal que to- 
das as seções planas do sólido perpendiculares ao diámetro D são quadrados (ver Fig. 33-9). Calcule o volume. 
Considere a origem como o centro do círculo e seja o eixo x o diámetro especial D. Para um dado valor de 
х, com - r Sx Sr, o lado s(x) da seção quadrada é obtido pelo uso do teorema de Pitágoras no triángulo retán- 
gulo com lados x, s/2 e r (ver Fig. 33-9), 


Então, pela fórmula de seções, 


= | 4(r? — x?) dx 


-2 Í 4r — x°) dx [uma vez que 4(r? — x?) é uma função par] 
o 


IVY 
- (= z 2 - «ron - z) -0- o) = ( r’) = E p 
o 


i hof fh m f^ A e 


| 
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Problemas Resolvidos 


33.1 Calcule o volume do sólido gerado pela revolução da região dada em torno do eixo indicado. 
(а) A região sob a parábola y =x”, acima do eixo x, entre x = Oe x = 1; em torno do eixo x. 
(b) А mesma região do item (a), mas em torno do eixo y. A região é mostrada na Fig. 33-10. 


ay 


sY 
хт 


Fig. 33-10 Fig. 33-11 


(a) Use a fórmula de disco, 


1 1 5 1 
yos [eacus Peta EJ] - Е 


(b) Use a fórmula de conchas cilíndricas, 


1 1 x* 1 1 л 
= 2 = 3 = — = —|j=— 
V „| x(x?) dx = 2л [ х? dx „(2 Jr (5) 2 


33.2 Seja R a região entre y = x^ e y = х (ver Fig. 33-11). Calcule o volume do sólido obtido pela revolução de A em 
torno do: (a) eixo x; (b) eixo y. 


As curvas se interceptam em (0,0) e (1,1). 


(a) Deacordo coma fórmula da escova, 


1 . 1 3 5 es 
ves [eri fra (3-1) 


(b) (Método 1) Use a fórmula da escova ao longo do eixo y, 


1 1 2 NY 
v-a ев Гота (2 -2)] =($-%)- 


o 


(Método 2) Podemos integrar ao longo do cixo x e usar a diferença entre duas fórmulas de conchas cilíndricas, 


V= [е dx— [o i) = 2л [е — x?) dx 
iu iJ i 
х хү 11 1 л 
-щЧ-%]-%(6- ;)--9)-«(5)-: 


A fórmula usada no método 2 pode ser formulada como se segue: 


b 
V=2x [ x(g(x) — f(x)) dx diferença entre conchas cilíndricas 


Em am ahi due ami o DÁ 


mn cov mo MAMA £08. 0, 08, У 


ч 


onocooeecce 


| 
| 
| 
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onde V é o volume do sólido obtido pela revolução, em torno do eixo y, da região delimitada acima por y = g(x), 
abaixo por y = f(x) e lateralmente por x = a ex = b, сот0 Xa < b. 


33.3 Calcule o volume do sólido cuja base é um círculo de raio re tal que toda seção perpendicular a um diâmetro par- 
ticular fixado D é um triângulo equilátero. 


Considere que o centro da base circular é a origem e que o eixo x é o diâmetro D. A área da seção em x é A(x) = hs/2 
(ver Fig. 33-12). Mas, no triângulo retângulo horizontal, 


2 
s 
f) =? ou 27 y? — xy? 


e no triángulo retángulo vertical, 


Logo, A(x) = NE — x?) - uma função par — e a fórmula de seções nos dá 


lr 
o 


V= КА : (2 — x?) dx = 23 [e = x’) dx = Ars - a) 
= lo 
= ae - 3 = iG 2 = aa 5 


Fig. 33-12 


b 
33.4 Demonstre a fórmula de disco V = x | (Go? dx. 
2 


Assumimos como válida a expressão 72h para o volume de um cilindro de raio r e altura A. Divida o intervalo [a,b] 
em n sub-intervalos iguais, cada um com comprimento Ax = (b — a)/n (ver Fig. 33-13). Considere o volume V, obtido pela 
revolução da região %, acima do i-ésimo sub-intervalo em torno do eixo x. Se m; e M, denotam o mínimo absoluto e o 
máximo absoluto de f no i-ésimo sub-intervalo, fica claro que V, deve estar entre o volume de um cilindro de raio m, eal- 
tura Ax e o volume de um cilindro de raio М, e altura Ax, 


am AxEVzzMjAx ou ms 
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O teorema do valor intermediário para a função contínua (f(x)? garante a existência de algum ponto x; no i-ésimo sub- 
intervalo tal que 


Logo, у= иа )? Ax 


Como essa relação vale (para números adequados x7) para qualquer л, deve valer no limite em que n> 00, 


n b 
V=n lim ( (ey? х) = т [ (ЛО? dx 


пою 


A AY 


A : 


3 
a 
5 
a 
3 
Li 
a 
a 
a 
a 
q 
a 
a 
a 
que é a fórmula de disco. O nome surge a partir do uso de discos cilíndricos (de espessura Ax) para aproximar o volume * 
4 
4 
3 
à 
4 
3 
4 
4 
4 
1 
{ 
1 


Spp 


| 


nY 


хы Xi 


© р—------------------р------- 


" 
Xia Xj Xi 


Fig. 33-13 Fig. 33-14 


b 
33.5 Estabeleça a fórmula da concha cilíndrica V = 2л | xf(x) dx. 


la 


Divida o intervalo [a,b] em n sub-intervalos iguais, cada um com comprimento Ax. Seja Ф, a região acima do i-ésimo 
sub-intervalo (ver Fig. 33-14). Considere ainda x; como o ponto médio do i-ésimo sub-intervalo, xi txy2. 


Agora o sólido obtido pela revolução da região 9, em torno do eixo у é aproximadamente о sólido obtido pela ге- 
volução do retângulo com base Ax e altura y?=f (х). O último sólido é uma concha cilíndrica; ou seja, é a diferença entre ! 
os cilindros obtidos pela rotação de retângulos com а mesma altura е com bases. f(x, [9, x] e [0, x;]. Logo, tem volume i 


nxif Gf) — xL, ОФ) = nf eo? — xi) = O + x xii) 
= OA) = 2nxf f(x) Ax 


Assim, o total V é aproximado por 


2n y хў) Ax 


i=1 


És b 
que, por sua vez, se aproxima da integral definida 2л | Xf (x) dx. 
la 


7 b 
33.6 Estabeleça a fórmula de seções V = | А(х) dx. 
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Divida o intervalo [a,b] em n sub-intervalos iguais [x, ,, x] , cada um com comprimento Ax. Escolha um ponto x; em 
[Dx x]. Se п é grande, fazendo Ax Pequeno, o pedaço do sólido entre x, | e x, será muito parecido com um disco (nào cir- 
cular) de espessura Ax e área da base Ati) (ver Fig. 33-15). Esse disco tem volume A(x)Ax, Logo, 


n b 
Va Y A(x?) Ax -Í A(x) dx 


i=1 


=, 


Fig. 33-15 


33.7 (Sólidos de Revolução em Torno de Retas Paralelas a um Eixo Coordenado) Se uma região é rotacionada em torno 
de uma reta paralela a um eixo coordenado, transladamos a reta (bem como a região) de modo que irá girar em 
torno do eixo coordenado. As funções gue definem a fronteira da região devem ser refeitas. O volume obtido pela 
rotação da nova região em torno da nova reta é idêntico ао volume procurado. 

(a) Considere a região % delimitada acima pela parábola у = 22, abaixo pelo eixo x e lateralmente por x = 0e x = 1 
[ver Fig. 33-16(a)]. Calcule o volume obtido pela revolução de Rem torno da reta horizontal yz-l. 
(b) Calcule o volume obtido pela revolução da região 9? do item (a) em torno da reta vertical х=-2. 


(a) Desloque 2 duas unidades para a direita de maneira a formar uma nova região R* [ver Fig. 33-1 6(b)]. A retax =-2 


se desloca até se tornar o eixo y. @* é delimitada acima por y=x° + 1, abaixo pelo eixo x e lateralmente por x = 2e 
x-3. 


1 1 

res [t P- asa enn 
o iJ 
5 


42,2 Е _13л 
3 Mo V 3/ 15 


4y p 


xr 


(a) e) 
Fig. 33-16 


O volume que queremos é conseguido pela rotação de @* em torno do eixo y. A fórmula das conchas cilíndricas se 
aplica, 
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3 3 1 4 3 
Vade [a ed [cerea ener] 
2 2 


2 


= x (3) 5 B+ or) E G o- 5 Оз + 207) = x) - E 


Problemas Complementares 


33.8 


Estratégia: Ао se calcular o volume de um sólido de revolução geralmente aplicamos a fórmula de disco (ou a fórmu- 
la da escova) ou a fórmula das conchas cilíndricas (ou a diferença entre fórmulas de conchas cilíndricas). Para decidir qual 
fórmula usar: 


(1) Decida qual o eixo ao longo do qual você irá integrar. Isso depende da forma e posição da região R que é rota- 
cionada. 


(2) (i) Use a fórmula de disco (ou a fórmula da escova) se a região é rotacionada perpendicularmente em relação ao 
eixo de integração. 


(ii) Use a fórmula das conchas cilíndricas (ou a diferença de fórmulas de conchas cilf ndricas) se a região R é rota- 
cionada paralelamente em relação ao cixo de integração. 


Calcule o volume do sólido gerado pela rotação da região dada em torno do eixo dado. 


. (a)... A-região acima da curva y = x", sob areta y = 1 eentre x = 0 e x= l;emtorno do eixo x: 


(b) А região do item (a); em tomo do eixo у. 
(с) А região abaixo da reta у = 2x, acima do eixo x e entre x = 0 e x= 1; em torno do eixo y. 
(d) А região entre as parábolas y =x) e x= у; em torno do eixo x ou do eixo y. 


(e) А região (ver Fig. 33-17) dentro do círculo x + y” =”, com 0 € x < a; em torno do eixo у. (Isso corresponde ao vo- 
lume de um corte em uma esfera de raio r feito por um cano de raio a cujo eixo é um diâmetro da esfera.) 


(Р) A região (ver Fig. 33-18) dentro do círculo x +y =r,comx20€ y 2 0 e acima da reta y = a, onde 0 < a < r; em 
torno do eixo y. (Isso dá o volume de uma calota polar de uma esfera.) 


(е) А região delimitada por y = 1 +x? e y = 5; em torno do eixo x. 
(h) A região (ver Fig. 33-19) dentro do círculo x^ + Q - bÝ = d^, com 0 < a < b; em torno do eixo x. [Sugestão: Quan- 
a 
do você obtiver uma integral da forma | Га? — x? dx, observe que essa é a área de um semi-círculo de raio a.) 


Esse problema dá o volume de um toróide. 

G) A região delimitada por x =4y еу = x/2; em torno do eixo y. 

() А região delimitada por y = 4/x e y = (x — 3)”; em torno do eixo x. (Note que as curvas se interceptam quando x = 1 
ex = 4. O que há de especial na interseção em x = 1?) 

(k) A região do item (j); em torno do eixo у. 

(D A região delimitada por xy = 1,х = 1,x = Зеу = 0; em torno do eixo x. 

(т) А região do item (1); em torno do eixo y 


+? 


ur 


“+ 


Fig. 33-17 Fig. 33-18 Fig. 33-19 
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33.9 Use a fórmula de seções para encontrar o volume dos seguintes sólidos. 
(a) O sólido tem uma base que é um círculo de raio r. Cada seção perpendicular a um diâmetro fixo do círculo é um 
triângulo isósceles com altura igual a metade de sua base. 


(b) O sólido é uma fatia cortada de uma árvore perfeitamente cilíndrica, de raio r, por dois planos, um deles perpendi- 
cular ao eixo da árvore e o outro interceptando o primeiro plano em um ângulo de 30º ao longo de um diâmetro (ver 
Fig. 33-20). 

(c) Uma pirámide de base quadrada com uma altura de A unidades e uma base com aresta de r unidades. (Sugestão: 
Posicione o eixo x como na Fig. 33-21. Por semelhança de triângulos, 


d h-x 
e h 
A dV 
2-9 
€: r e 
€ 4 o que determina A(x).] 
d (d) O tetraedro (ver Fig. 33-22) formado por trés faces mutuamente perpendiculares e trés arestas mutuamente perpen- 
diculares de comprimentos а, b, c. [Sugestão: Outra pirámide; proceda como no item (c).] 

3 s 
Ns 33.10 (a) Seja t a região entre x = Oe x = 1 e delimitada pelas curvas y = x e y = 2x. Encontre o.volume do sólido. obtido pela................. 
É revolução de R em torno do eixo y. (b) Seja R a região entre as curvas у= 2x - x e у = іх. Calcule o volume do sólido 
€ p conseguido pela revolução de % em torno do eixo y 


Fig. 33-22 
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33.11 


33.12 


33.13 


33.14 


Seja @ a região no primeiro quadrante delimitada por y = x? + x, x = 2 e pelo eixo x. (a) Calcule o volume do sólido 


obtido pela revolução de # em torno da reta y = —3. (b) Encontre o volume do sólido obtido pela revolução de R em torno 
da retax=-—1. 


Seja Ra região no primeiro quadrante delimitada por x = 4 — y? e y? = 4 — 2x. (a) Esboce 2. (b) Encontre o volume 
do sólido obtido pela revolução de R em torno do: (i) eixo x; (ii) eixo y. 


Seja 9t a região no segundo quadrante delimitada рог y = 2х2, y =x? + x + 2, e pelo eixo y, (a) Esboce R. (b) En- 
contre o volume do sólido obtido pela revolução de 9? em torno do eixo y. 


Seja R a região no segundo quadrante delimitada por y = 1 + x? ey = 10. (a) Esboce 9t. Em seguida calcule o volume 
do sólido obtido pela revolução de @ em torno: (b) do eixo x; (c) do eixo y; (d) da reta y = —1; (e) da reta x = 1. 
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Capítulo 34 


O Logaritmo Natural 


DEFINIÇÃO 


Já conhecemos a fórmula 


xti 
IE e [r* —1] 


Ainda permanece o problema de encontrar uma antiderivada para x — 1. 


A Figura 34-1 mostra o gráfico de y = 1/t, para t > 0; é um ramo de uma hipérbole. Para x » 1,a integral definida 


fte 
Lt 


representa a área sob a curva y = 1/t е acima do eixo 1 entref=lef=x, 


AY 


Fig. 34-1 


Definição: Inx= Í la Ex > 0] 
1 
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A função In x é chamada de logaritmo natural. Pelo Teorema 31.1, 
Ра x) = [x > 0] (34.1) 
e assim o logaritmo natural é a antiderivada procurada de x — 1, mas apenas em (0, oo). Uma antiderivada para to- 
do х 3 O será definida na próxima seção. 
34.2 PROPRIEDADES 


PROPRIEDADE 1. in1-0. 


1 
Isso segue de | : dt — 0. 
1 


PROPRIEDADE 2. Sex» l,Inx» 0. 


Isso é perceptível a partir da interpretação de integral como área (Fig. 34-1) ou, mais rigorosamente falando, 
do Problema 30:11. 


PROPRIEDADE 3. Se0<x<l,Inx<0. 


De fato, ln x = | 


x 1 
: dt= — | 1 dt [trocando os limites de integração] 
1 x 


e, para Ü « x « 1, 


1 
[io 
kot 


pelo Problema 30.11. 
1 

PROPRIEDADE 4. | -dx=In|x|+C  [xz0] 
xX 


Em outras palavras, In |x] é uma antiderivada de x para todo x não-nulo. A demonstração é simples. Quando 
x > 0, então |x| = x e assim, 


D,(In |х) = Р.а x) - [devido a (34.7)] 


Quando х < 0, então |x| = — e assim, 


D,(In |х) = Ра (—x))  D,(In u)D,(u) [pela regra da cadeia; и = —x 20] 
= C —1) [devido a (34.1)] 


PROPRIEDADES. 1n uv = ln u + ln v. 


Para uma demonstração, ver Problema 34.2. 


PROPRIEDADE 6. In : =Inu-lno. 


P 


—————— ——— M 
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fh om mom um 


n 5 u 
Demonstração: Na Propriedade 5, substitua u por 2. 


PROPRIEDADE 7. In i- —ln v. 


Demonstração: Faça u = 1 na Propriedade 6 e use a Propriedade 1. 
PROPRIEDADE 8. Para qualquer número racional r, In x' = r In x. 


Ver Problema 34.3 para uma demonstração. 
PROPRIEDADE 9. In x é uma função crescente. 


1 
Demonstração: Como D ln х) = F > 0, In x deve ser uma função crescente. 


PROPRIEDADE 10. In u = In v implica em u = v. 


Isso segue da Propriedade 9. Como In x é crescente, jamais pode repetir um valor. 


PROPRIEDADE 11. ¿<In2<1. 
2 
Demonstração: O máximo de 1/t em [1,2] é 1 e o mínimo é 1. Logo, pelo Problema 30.3(b), $(2 — 1) « | (/t) 
1 
dt < 1(2— 1); istoé, $ < In 2 < 1.As desigualdades sem a possibilidade de igualdade seguem do Problema 30.11. 


2 
Uma demonstração mais intuitiva faria uso da interpretação de | (1/t) dt em termos de área. 
1 


Devemos ver mais adiante que In 2 é 0,693..., е faremos uso desse valor no que se segue. 


PROPRIEDADE 12. lim In x — +00. 


xo 
Demonstracáo: Pela Propriedade 9, precisamos apenas mostrar que In x eventualmente excede qualquer inteiro po- 
sitivo k dado. Para x > 2”, 


Inx»in2* -—2kIn2 [pela Propriedade 8] 


In x» af!) =k [pela Propriedade 11] 


Logo, 


x>0+ 


PROPRIEDADE 13. liminx=—oo. 
hoo d Р i 
Demonstração: Seja u = x Quando x — 0*, u > + оо. Assim, 


А А D. 
limInx- lim in-— lim —Inu [pela Propriedade 7] 
x20* uo U gusto 
=— lim lnu=—o [pela Propriedade 12] 


uto 
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Problemas Resolvidos 


34.1 Esboce o gráfico de y = In x. 


Sabemos que In x é crescente (Propriedade 9), que In 1 = 0 (Propriedade 1) e que 1 (Propriedade 11). A partir do val- 
or y = In 2 = 0,693... podemos estimar os valores y em x = 4, 8, 16,... е em x =1,4,4,... pela Propriedade 8, 


In4=2In 2 In 3 =3 In 2 In 16=41n2... 


1 
hj--h2 шеа mj=-3h2.. 


Dinx)- Dix) =-х2=-00 <0 e, portanto, o gráfico é côncavo para baixo. Não existe qualquer assíntota horizon- 
tal (pela Propriedade 12), mas o eixo y negativo é uma assíntota vertical (pela Propriedade 13). O gráfico é esboçado na 
Fig. 34-2. Note que In x assume todos os reais negativos como valores. 


Fig. 34-2 


34.2 Prove: In uv — In u + In v. 
Em 


Т 
mos | -dt 
. E 


faça a mudança de variável w = ut (и fixo). Logo, dw = и dt e os limites de integração г = 1 e t = v ficam w = ue w = uv, 


respectivamente, 
"ul шо uv 
mo= | == [| T| 1% 
| wu LO w „ 


| 1 


1 


Logo, pelo Teorema 30.4, 


34.3 Prove: Іп х = ғ Іп x para todo racional r. 
Pela regra cadeia, 


1 


Din x) = un Dix) = 5 qx) =r : = Р.а x) = Dfr In x) 


Então, pelo Corolário 29.2, In x =r inx & C, para alguma constante C. Substituindo x = 1, descobrimos que C = 0, e a 
demonstração está completa. 


C 
€ 
e 


€ 

€ 
e 
e 
€ 
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344 Calcule: 
(à Рп (х? – 2х) (у) D.ln(senx) (0 Decos (nx) 
3-2 
(0) D(ntà -29) 5 1 р. 


1 р 1 cosx A 
(b) Dn (sen x)) zn (sen x) es [eon х) = E otg x 
I 
(c) Dcos (In x) = — (sen (In x)) - D, (In х) = — (sen (In x)- : - MES 
345 Fórmula Rápida II: [49 dx - In | fo)] С. 
Demonstração: D ln | f(x)|) = 5 *f'(x) [pela regra da cadeia] 
34.6 Calcule as séguintes antiderivadas: 


(a) [е (b) ES dx (c) | 


(a) Сото D.(cos x) = — sen x, 


[usa [EZ a оа, 
cos x cos x 
= — Ìn |cos x| - C [pela fórmula rápida IT] 


=Inlcosx|1+C [pela Propriedade 7] 
-]n[sec x| - C [já que sec x = (cos x) 1] 


dx о | 5 dx 


1 
3x— 1 x!-5 


(b) Como D (sen x) = cos x, 


cos 
[ow x dx =| mE dx = 1п |senx|+C [pela fórmula rápida II] 


1 1 3 1 
(c) | dx 73 5 ах = In [3x — 1] + C [pela fórmula rápida IT] 


(d) [= 34 = ; 5 dx= ; In [х2 — 5] + С [pela fórmula rápida II] 


34.7 Calcule [ee x dx. 


A solução depende de uma ardilosa manipulação, 


sec x + tg x sec? x + sec x tg x 
[а= (sec х) Ex к | ш 8 dx 
sec x + tg x sec x + tg x 


= 1р |sec x +tg x| +C 


Aqui empregamos a fórmula rápida II, usando o fato de que D,(sec x + tg x) = sec x tg x + sec? x. 


34.8 (Derivação Logarítmica) Calcule a derivada de 
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Ao invés de usar a regra do produto e do quociente para derivação, é mais fácil encontrar o logaritmo dos valores ab- 
solutos,' 


In |y| 2 In 


ETE AS 


= e e v 2 5) — In |2x -1P [pela Propriedade 6] 
=In (х2) + a (8x + 5) 2 —1n|2x — 1]? [реја Propriedade 5] 


=2Inx +7 ls (8x +5) — 3 In |2x—1| [реа Propriedade 8] 


e entáo derivar, 


1 1 1 1 1 2 4 6 
TRE DEI DRE r 2-ix zu 


Portanto, 


E и? (€ 4 Dr (+ 4 E 


8x5 2x—1) (x-1P tats mol 


Esse procedimento de primeiro a o logaritmo, e então derivar, é chamado de derivação logarítmica. 


1 
34.9 Mostre que 1 -75 Inx<x—1 parax>0. 


Para x 2 1, note que 1/t é uma função decrescente em [1,x] e, portanto, seu mínimo em [1,x] é 1/x e seu máximo é 1. 
Logo, pelo Problema 30.3(c), 


x 


1 1 
lx Inx=| - " 
¿e 1)< In x [ ¿+ sd 1) 


a ёк 
x 


Observe que 1 — Мх < In x < x-1 para x > 1, de acordo com o Problema 30.11. Para 0 < x < ], -l/t é uma função cres- 
cente em [x, 1]. Pelo Problema 30.3(c), 


1 e (1 
ES | | БЕКЕ 


1 
Logo, 1-5 Inx<x=1, 


Problemas Complementares 


34.10 Calcule as derivadas das seguintes funções: 


(а) In(4x— 1) (b) (nx (с) In x (d) In (In x) 
() x'Inx (f) ni (9) in|5x—2| (№) in (sen? x) 


Usamos os valores absolutos para garantir que o logaritmo está definido. Na prática, devemos omitir os valores absolutos quando está claro que as funções são 
não-negativas.) 


CO a шш aan O O шашы Шш Ашы Л T 


i 
i 
i 
i 
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34.11 


3412 


34.13 


34.14 


34.15 


34.16 


34.17 


34.18 


34.19 


3420 


34.21 


Calcule as seguintes antiderivadas, Use a fórmula rápida II sempre que possível. 
1 1 xe In x +1 
= —— d NM — d: 
(a) IE dx (b) fz = dx (c) [= 73 x (d | A x 
dx cos 2x Зх 28-3 
ES q 
te) | хах 0 fx. — sen n” (9) [ xt 


2 
" IE: X 
tgx 


1 
0—5 dx ©! pa 
| Ju - /» x 
Use derivação logarítmica para determinar э" 


(x - 2x +5 
@ y="Ji q у= 

(JE 
© yx? — 1 sen х ¿+2 


"Uu E 
(a) Mostre que In x < x. [Sugestão: Use o Problema 34.9.] 


ах 2 
(b) Prove que TE < ——. Sugestão: Substitua x por ./X no item (a). 
X NE 


(c) Demonstre: lim РИ Use ode (5)] 


xo X 


1 
(d) Prove: lim (x In x) = 0, [Sugestão: Substitua x por $ no item (c).] 


x>0+ 


(e) Mostreque lim (x — In х) = +оо. 
хэ + 
Calcule em termos de In 2 e In 3: 
2 


(а) 1nQU) (b Ing 


Calcule em termos de In 2 e In 5: 


(a) !n10 | (b) LE - (e) hz (d 1125 


1 
On (0) 55 (gm » Po 2 
Encontre uma equação da reta tangente à curva y = In x no ponto (1,0). 
Calcule a área da região delimitada pelas curvas yzxhyslkexz-i. 


Determine o valor médio de 1/x em [1,4]. 


Ache o volume do sólido obtido pela rotação em torno do eixo x da região no primeiro quadrante, sob y =x" e entre x=) 
exzl. 


Esboce os gráficos de: 


(à) y=In(x+1) (b) v=: () y=x—Inx (d y= ln (cos x) 


6 
Um objeto se move ao longo do eixo x com aceleração а = t — 1 + ~- (a) Encontre uma fórmula para a velocidade v(t) 


se v(1) = 1,5. (b) Qual é o valor máximo de v no intervalo [1, 9]? 
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34.22 Use derivação implícita para encontrar y”: 


(à) у= 1а (2 +y) b) nxy+2x-y=1i (0 lhn(x-y)-2y 


1 
.23 Calcule lim | - In —— ). 
34, aee lin (o 3 ) 


34.24 Deduza a fórmula [esc x dx = In |csc x — cotg x | + C. [Sugestão: Semelhante ao Problema 34.7.] 


dx 


* ? xdx 
. : — b ——. 
3425 Calcule: (a) [ 2133 (b) f 1-24 


2 


3426 |CG|Estime In 2 = f (1/x) dx das seguintes maneiras: 
£ 


(a) Pela regra trapezoidal [Problema 31.9(a)], com n = 10. 
(b) Pela regra do ponto médio (Problema 31.34), com n = 10. 
` (c) Pelarégra de Simpson (Problema 31.35), com n = 10. 


3427 [CG Use o método de Newton para estimar uma solução de: (a) In x + x = 0; (b) In x lix. 


eei en uei A a жы Жа O жь ds ж ош ш ш SAL, Ho E 


Funções Exponenciais 


C 

€ 35.1 INTRODUCÁO 

€ i Seja a qualquer número real positivo. Queremos definir uma função a” que tem o si gnificado usual no caso em que 
€ x é racional. Por exemplo, queremos obter os resultados 

€ 

e 4 =4-4-4=64 4 gh qaaa 

f 


Além disso, uma expressão como 5У?, que ainda não tem qualquer significado, terá um valor sensato por meio da 
nova definição. 


Definição: а^ é o único número real positivo tal que 


ln а= хва (35.1) 


Para ver que essa definição faz sentido, observe que a equação In y = x In a deve ter exatamente uma solução 
positiva y para cada número real x. Isso segue do fato que In y é uma função crescente com domínio (0, +00) e 
imagem igual ao conjunto de todos os números reais. (Veja o gráfico da função logaritmo natural na Fig. 34-2.) 


35.2 PROPRIEDADES DE q” 


Demonstra-se no Problema 35.4 que a função a” tem todas as propriedades usuais de potências: 
@ а= 
(ID d=a 
(Ш) а= аа 


ao E 
qv) 2° =5, 
sed 
(9) aez 


f^ rt m emm 
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(VD (aby = eb” 


(УШ) (YE 
(VII) (a)? = a” 


35.3 AFUNÇÃO е" 


Para uma escolha particular do número real positivo a, a função a” se torna a inversa da funcáo In x. 


TERMINOLOGIA Duas funções fe g são inversas uma da outra se f desfaz o efeito de 8 e g desfaz o efeito de f. Em termos de com- 
posição (Seção 15.1), isso significa que: 


А0) =x e gA)=x 
Definição: Seja e o único número real positivo tal que 


Ine=1 (35.2) 


Como a imagem de In x é o conjunto de todos os números reais, deve existir tal número e. É possível mostrar 
que e = 2,718... [Ver Problema 35.30(0)] 0. 


Teorema 35.1: — As funções e' e In x são inversas uma da outra: 
he=x e e 
De fato, substituindo a por e em (35.1), 


he=xlne=x"1=x 


Se substituímos x nesse resultado por In x, 


Ine"*=Inx 


Logo, ё"®* = х [já que In u = In v implica em и = v de acordo com a Propriedade 10 da Seção 34.2] 


O Teorema 35.1 mostra que o logaritmo natural In x é aquilo que se poderia chamar de “logaritmo na base e"; 
isto é, In x é a potência à qual e deve ser elevado para se obter x: e'"" =x. 


Teorema 35.2: =E", 


Desse modo, toda função potência a' é definível em termos da função exponencial е", a qual por essa razão é fre- 
qüentemente chamada de a função exponencial. Para perceber porque o Teorema 35.2 é verdadeiro, note que, pelo 


Teorema 35.1, 
ln e "*=x Ina 
Mas y = al é a única solução da equação In y = x In a. Portanto, 
¿Imaz gr 
No Problema 35.9 prova-se que e' é diferenciável e que: 


Teorema 35.3: D(e)-e. 


LI а: ii M. OW 
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Assim, е tem a propriedade de ser sua própria derivada. Todos os múltiplos constantes Се" têm essa mesma 
propriedade, uma vez que D(Ce*) = С, De) = Ce”. O Problema 35.28 mostra que essas são as únicas funções 
com tal propriedade. 


A partir do Teorema 35.3 temos 


fe йх = е* +С (35.3) 


Conhecendo a derivada de є", obtemos do Teorema 35.2 


Da) = D,(e* ^^) = e*^*- D(x In a) [pela regra da cadeia) 
-en5.]na-a*lna 


Isso prova o: 


Teorema 35.4: .. D(a”) = (In аа 


Ina 


Sabemos que Р(х") = rx' ^! para qualquer número racional ғ. Agora a fórmula pode ser estendida para ex- 


poentes arbitrários. Se, no Teorema 35.2, substituímos x por ге a por x (tornando assim x positivo), obtemos x’ = 
e”. Logo, 


рух) = D(e"")-e"*Dírinx) [реја regra da cadeia) 


х х 


Teorema 35.5: Рага qualquer número real r e todos os positivos x, 


Assim, temos o seguinte: 


Do) = rx! 


Problemas Resolvidos 


à 35.1 Desenvolva: (a) e? ^7; (b) In e?; (c) e9» 97 1; (q) 17. 


(a) е?!"* = (el? [pela Propriedade (VIID] 


EA em 


e =x? [pelo Teorema 35.1] 
ja (b) Ine?=2 [pelo Teorema 35.1] 
e 7 даш 
é (с) emn ^ [pela Propriedade (IV)] 
e u ы 
€ ' D [pelo Teorema 35.1 e pela Propriedade (II)] 
© (d) Por definição, In 1* = x(In 1) = x(0) = 0 = In 1. Logo, 1* — 1. 


A a tm, 


| 


ou, em termos de antiderivadas, fe dx = eg +C (35.4). у 
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35.2 Calcule as derivadas de: (а) е"; (b) 32%; (c) xe”; (d) 3x7. 


(à Die”) =e “DA /x) ^ [pela regra da cadeia) 
ом 


vs 

(b) D,G?) = (In 33^*D,Qx) — [pela regra da cadeia e pelo Teorema 35.4] 
= (In 3)3%(2) = (2 In 3)32* 

(c) Djxe)-—xD(e)- Dix) [реја regra do produto] 
= хе (De = ex 1) 

@ Dx?) = эрх?) = 3/2 2-1) 2.3 /2 x27: 


= eD (xt?) = ox 5 жы 


35.3 Calcule as seguintes antiderivadas (e" corresponde a е"): (a) | 10* dx; (b) fe dx. 
(a) Pelo Teorema 35.4, 


1 
[wem is +С 


(b) Fagaucx. Logo; du = 2x йке 


Грев femjorc=lr+o 


354 Demonstre as Propriedades (1)-(VIII de а" (Seção 35.2). 
Por definição, In a” = х In а. Usaremos o fato que In u = In v implica ети = v. 


(D а%=1 
ni=0=0-(Ina)=Inaº. Logo, 1 = а. 


(Ш a'=a 


а= 1: а= па! 


Portanto, а= а. 
(Ш) att? = a'a” 
In (“a”) = ln a" + а = ulna vlna 
= (и + v) In a = па" 
Assim, g***" = gig”. 
av) а" = <. 
а 
De acordo com (Ш), a*7"a" = q'7?** = a", Agora divida por а”. 
1 
(V) а= 
a 
Faça u = 0 em (IV) e use (1). 
(VD (aby = ах 


ln (ab) = In a + Inb*=x Ina + xn b 
= x(In a + 1n Б) = x In (ab) = In (ab)* 


Pu 


————————— Pn 


eescecoecocoosoncococcoDoDnoononno 


Wa Мы 


ее 


| 
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Logo, (ab) = а". 


x x 
De acordo сот (VD), (5) b- 6 D ») = a”. Agora divida por b". 


(УШ) (a) = a" 
In (a = v In a” = ши In a) = иді a) = In a” 


Portanto, (а%° = a”. 


35.5 Mostre que [г® eO dx = e 4 С, 


Pelo Teorema 35.3 е pela regra da cadeia, 
| 4 EO = eux) 
dx 
Logo, e é uma antiderivada de g'(x) е?) e, assim, e” + C é a antiderivada generalizada. 
d x 1e 
35.6 Use derivação logarítmica para calcular ES (а) у= х; (у= Mc 


(a) Iny=In x* = x In x. Agora derive, 


1 
| > = Dad у) + Don) = х1 + пэ) = Lx 


SV da a) STE Bia 
dx 


©) I y-ln(/x + 15%) – а 27 «In /x c 1lné* — /xIn2 


= In (x + 1)? + 5x (In 2) /x = 5 In (x + 1) + 5x — (In 2)x!? 


Derive, 
ldy | 1 BL 1 +5182 
ydx 2x41 2 2(х + 1) 2/% 


dy 1 2}  Jx-1e* 1 102 
= +5— = XE +5— 
2,/х, 2 Xx +1) 2,/х. 


35.7 Prove os seguintes fatos sobre e"; 


(a) e>0 (Б) ех é crescente () ех (d) lime=+o (e) lime =0 


хә+о x>-0 


(а) a">0, por definição (Seção 35.1). 


(b De”) =e* > 0,e uma função com derivada positiva é crescente. Mais genericamente, a definição de a”, junto com 


о fato que In y é crescente, implica que a” é crescente se a > 1. 
(c) Sabemos (Problema 34.8) que In u < u. Logo, х= Ine'« e". 
(d) Essaéuma conseqüéncia direta do item (с). 
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(e) Fagau = —x; logo, pelo Propriedade (V), 


a n 


a= 


Quando x > — 00, u > +00 ео denominador à direita se torna arbitrariamente grande [de acordo com o item (d)]. 
Logo, a fração se torna arbitrariamente pequena. 


35.8 Esboce o gráfico de y = є' e mostre que é o reflexo em relação à diagonal y = x do gráfico de y = In x. 
Do Problema 35.7 sabemos que e” é positiva e crescente e que se aproxima de + оо pela direita e de O pela esquerda. 
Além disso, como Die”) = e* > 0,o gráfico será côncavo para cima para todo x. O gráfico é exibido na Fig. 35-1(a). 


Pelo Teorema 35.1, y = e* é equivalente a x = In y. Portanto, um ponto (a,b) está sobre o gráfico de y = e' se, e so- 


mente se, (b,a) está sobre o gráfico de y = In x. Mas os pontos (a,b) e (b,a) são simétricos em relação à reta y = x, de acor- 
do com o Problema 6.4. 


Em geral, os gráficos de qualquer par de funções inversas são imagens espelhadas uma da outra relativamente à reta 
y=x. 


à 35.9 Prove: (a)  e* é contínua; (b) e” é diferenciável e D(e*) = e . 


(a) Seja e > 0. Para provar a continuidade em x, devemos mostrar que existe 8 > Otal que Ju — x] < 8 implica em |е" — 
e*| < в. Seja e, o menor entre 2/2 e e*/2. Como In é crescente e contínua, a imagem de Inem (e*—e,, e +e) 
é um intervalo (c,d) contendo x. Seja 8 > 0 tal que (x — 8, x + б) está dentro de (c,d). Logo, para qualquer u, se Ju- 
x |< à, segue que |e* — | <e, < е. 
(b) А demonstração consiste em mostrar que " 


gp 
lim =——© e 
mo h 
eta gqhog AA A 
Como = met ‚ basta demonstrar que lim —— = 1. 
h h h iU fh 


Seja k = e" — 1. Logo, e" = 1 + К e, assim, A = In (1+ k), pelo Teorema 35.1. Como e" é contínua e е0 = Lk2o0 
quando h ^ 0. Logo, 


Fig. 35-1 
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lim ES tim ^ 
— — = lim 
ao Ё wo In (1 +k) 
A =lim — — — —. [шпа vez que In 1=0) 
G co (1E E) In 1 
{ k 
E 1 
С tim In (1 + k) -In 1 
à 13 n 


{ Mas lim 
k-0 


In (1 + k)—1n 1 1 . e&-1 
alta éa derivada D (ln x) = — emx 1; ош seja, é igual a 1. Logo, lim ——— = 1. 
x h0 


35.10 (a) Calcule: (i) e?™ 3; (ii) In ег. 


a 


(b) Isole xem: (i) In x? = 5; (ii) In (In x + 1) = 3; (iii) er — 6e7* = 5. 
(a) (1) Pela Propriedade (УШ) e pelo Teorema 35.1, е2 ^3 = (el 92 = 32 = 9. (ii) Pelo Teorema 35.1, In e^ - 2. 
(0) 0 x= 
2Inx=5 
Inx=3 


P Me 


х= е2 [ита vez que In u =b implica emu = e] 


Gi) In (In x + 1) 23 


EEE COTTA emm 


ах+1=е5 
Inx=e—1 
х= е1 


(ii) € — 6е7* = 5 
' e — 6 = 5ех [multiplique por ех] 
x — 5б -6=0 
(е — 6Xe* + 1) =0 
e&—6-0 ou &+1=0 
e-6 ` [e + 1 > 0, já que e* > 0] 
x=In 6 [e* = b implica em и = In b] 


Problemas Complementares 


35.11 Desenvolva as seguintes expressões: 
@ ed O мех (с) (JE (д (уут 
@ ec (в (©) @ enem (уш 


35.12 Calcule as derivadas das seguintes funções: 


(a) e* De ger Dee — (à 


1% 


^ 
B 
| 
o 
0 
н 


con 


N nxs Dr (т O ne y 


c 
€ 
é 

€ 
€ 
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35.13 Calcule as seguintes antiderivadas: 


35.14 


35.15 


35.16 


35.17 


35.18 


35.19 


35.20 


35.21 


35.22 


35.23 


35.24 


35.25 


35.26 


(a) Je dx (b) fe dx (c) [eve — 2 dx 
(4) fem senxdx (e) fe dx (Р) fve dx 


2x 
(9) ps dx h fee dx — @ € de 


G Jer dx (k) Joe dx 


Use derivação implícita para encontrar y”: 
(à) e=y+Inx () 180775 = х2 () е? +е= 2х 
(д х^+е?+у?=1_ (0) senx=e 


Use derivação logarítmica para encontrar y”: 


(a) у= 3" 6) у= (2) () у= х" 
(d у= (п х)" (е) у= (х + 10+ 2) 


Resolva as seguintes equações isolando x: 


(а) e*=2 (b) Inxº=—1 (с) e*-2e*=1 (d) In(Inx -1.. (е) In(x—1)-0 
Considere a região R sob a curva у = е", acima do eixo x e entre x = Oe x = 1. Calcule: (a) a área de 9; (b) o volume do 
sólido gerado pela revolução de @ em torno do eixo x. 


Considere a região 9 delimitada pela curva y = e", pelo eixo y e pela reta y = e. Calcule: (a) a área de R; (b) o volume 
do sólido gerado pela revolução de 9? em torno do eixo x. 


Seja 2 a região delimitada pela curva y = e? pelo eixo x, pelo eixo y e pela reta x = 1. Calcule o volume do sólido gera- 
do pela revolução de @ em torno do eixo y. 


Determine os extremos absolutos de у = e*”* no intervalo [-n,7]. [Sugestão: e" é uma função crescente de u.] 


Se y « e", onde n é um inteiro positivo, determine a n-ésima derivada y”. 


sena 


Seja y 2 e™*, (a) Calcule y'e у". (b) Considere que x e y variam com o tempo e que y aumenta a uma taxa constante de 
quatro unidades por segundo. Qual a taxa de variação de x quando x = л? 


A aceleração de um objeto que se move sobre o eixo x é 9e*. (a) Se a velocidade no instante t = 0 é quatro unidades por 


segundo, encontre uma fórmula para a velocidade v(t). (b) Até onde o objeto se move enquanto sua velocidade aumenta 
de quatro para dez unidades por segundo? (c) Se o objeto está na origem quando г = 0, encontre uma fórmula para sua 


posição x(1). 


Encontre uma equação da reta tangente à curva y = 2e* no ponto (0,2). 


Esboce os gráficos das seguintes funções, indicando extremos relativos, pontos de inflexão e assíntotas: 


() y=”  () y=xhx © p=" 


Р 1 
(à у=е* © у= (1-1 3? (f) у= -+ах 
[Sugestáo: Para os itens (b) е (c) você precisará dos resultados do Problema 34.1 Hd) e (c).] 


Esboce os gráficos de у = 2* e y = 27%, [Sugestão: а“ =g 192] 


———————— o ДАЙ 


€ 
€ 
€ 
€ 
€ 
€ 
€ 
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1 
35.27 Paraa» бе a 1, defina log,x = € - Essa função é chamada de logaritmo de x na base a (log, x é chamado de lo- 
n 


garitmo comum de x). Prove as seguintes propriedades: 


(a) Dúlog, x) = 


a (b ах. х (0) loga” = х 


(d) log, х= ох (e) log, (uv) = log, и + log, v (f) log, > = log, u — log, v 


1 
(9) log, = r log, u h) nx= EE - 


3528 Mostre que as únicas funções ftx) tais que f(x) = f(x) são as funções Се", onde C é uma constante. [Sugestão: Seja 
F(x) = f(x)/e* e calcule F(x).] 


3529 Determine os extremos relativos de Д(х) = (In x?/x em [Le]. 


> u xv 
3530 (a) Prove е = lim (1 + 3) - [Sugestáo: Seja y = ( + y . Logo, 


utto 


1 
Iny=uln (1 + 3) -a(n(u- х) —In 4) =4u-x> ~; [pelo teorema do valor médio] 
и 


u* x x ut 
onde и <и! «utxsex»Üeutx«u*«usexcQLogo 1 2 «14.7 sex»0oulc-«-—«l1se 
u u u u 


ж 
x < 0. Em qualquer caso, lim La 1. Portanto, lim in у = хе, аѕѕіт, lim у= lim е"? = ex] 


ue Ш иэ +00 us + оо us ta 


1v 
(b) Proveque e — lim (1 + j - [Sugestáo: Use o item (a).] 


пэ + 


a 
' (с) [СС] Aproxime e determinando (1 + (5) para valores grandes de n (digamos, n > 10000). 
n 


x 
35.31 Mostre que, para qualquer n positivo, lim ==0. 


1> +0 € 
E R 1 1 y 
[Sugestáo: — = x іа T сат n maj А80га aplique os Problemas 34. 13(c) e 35.1(d).] 3 
e e e e 


35.32 Calcule as seguintes integrais definidas: 
*1+Inx 1 е 
а dx b 
(a) [ x 0 [ e+i 


35.33 Calcule lim Lom p gm sss e) 


noo 


Ex 
dx of — dx 
о е 


35.34 Mostre que е" > л. ISugestão: Prove que и? > 1º quando v > u > e. (ufe " > 1 uma vez que uje > і ср >u. Logo, 
u'e" > eu! (1) 
v v v 
Pelo Problema 34.9, -— 1» In 2, >> In *tlzln E es DE €, assim, 
u ши и и и 


eu’ > ечи (2) 


De (7) е (2), vei > ev u? > v"] 
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А a "all z В F т . 
3535 Se juros são pagos a r por cento ao ano e são capitalizados п vezes ao ano, então P reais se tornam (a + us) reais após 


36.36 


35.37 


100n 
um ano. Se fazemos n — co, então os juros resultantes são ditos continuamente capitalizados. 


(a) Mostre que, se continuamente capitalizados а r por cento ao ano, P reais se tornam Pe” reais após um ano. [Sugestão: 
Use o Problema 35.30.) Então, após t anos, P reais ficariam Pe” reais. 


(b) Continuamente capitalizados a 6% ao ano, quanto tempo demoraria para dobrar uma dada quantia de dinheiro? 


(c) [CG] Quando r = 5%, compare o resultado entre capitalização contínua e aquela na qual a capitalização ocorre uma 
vez por ano e aquela em que a capitalização é mensal. 


[CG] Use o Método de Newton para aproximar uma solução de: (a) e* = 1/x; (b e * = In x. 


1 
CG) Use a regra de Simpson com n = 4 para aproximar | e Y dx, 
lo 


a ee m o О a ii td ОШ 


ту ту ч чү m moveo 


PENES 


[m 


ч? 


(m (э om em om m. 


| 


Capítulo 36 


Regra de L'Hospital; Crescimento 


e Decaimento Exponenciais 


36.1 REGRA DE L'HOSPITAL 


O teorema a seguir nos permite calcular limites da forma 


Јо) 


lim P 


n 


no “caso indeterminado” em que o numerador Дх) e o denominador р(х) se aproximam ambos de 0 ou ambos 
de +00. 


Teorema 36.1 (Regra de L'Hospital): Se fx) e g(x) se aproximam ambas de 0 ou ambas de + oo então 
im O а LO) | 
y) 90) 


Ма regra de L' Hospital o operador “lim” se refere a qualquer uma das seguintes formas: 


lim lim lim lim lim 
хә +00 x2-o xoa xat x2a- 


Ver Problema 36.21 para um esb 


осо da demonstração. Assume-se no Teorema 36.1 que g(x) 40 e g'(x) £ 0 para 
x suficientemente próximo de a. 


Exemplos -Verifiquemos a regra de L' 


Hospital para quatro limites calculados anteriormente por outros métodos. 
(a) Ver Problema 9.4(a), 


i 3x! -5 li lim 6 6 3 
m —= шшш 
t so MX 5 44.48 x-08 8 4 
(b) Ver Problema 27.4, 
in 6 
lim CÊ tm SÉ sci 
0-0 00 1 
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(c) Ver Problema 34.13(d). Para aplicar o Teorema 36.1, devemos reescrever a função como uma fração que se tor- 
na indeterminada, 


ү nx. E 
lim (x In x) = lim = lim [Din x) =x" 
x+0+ х-о+ X хз0+ TX 
x! 
= lim —x [io peste a] 
x-0* * 
-0 


(d) Ver Problema 35.31, onde agora n é considerado um inteiro. Pela regra de L' Hospital, 
х" no 1 
lim = lim 
хэ+а É + 


Como o lado direito é indeterminado, a regra de L'Hospital pode ser aplicada novamente, 


meto (и — xo? 


cos iii A lil a AS + a 


Continuando desse modo, conseguimos, após n passos, 


tim 4720000 tm = n0)=0 


xo 


xo e 


Esse exemplo ilustra a importância de se ter a função expressa como uma fração “do modo certo". Supo- 
-х 
nha que tivéssemos escolhido “o modo errado” e tentássemos calcular o mesmo limite como lim 


хо 


Еп- 


tão, a repetida aplicação da regra de L' Hospital teria dado 
{ есю. met ios (ye 
lim = lim = lim =. 
A A P! Ce + Dx 05 
e jamais chegaríamos a um valor definido. 
(e) Ver Problema 34.13(c). Pela regra de L'Hospital, 


1 1 1 
tim LES tm = im 1 
хожа X o x45 кэ+ю Х 
Outros Exemplos 
(1) Calcule lim (In xj!/*. 
xo 
1 
Como In x > + оо e 1/x — 0, não está claro qual é o limite. Faça у = (In x)". Logo, — In (In x). As- 
А x 
sim, pela regra de L' Hospital, 
In (In x) . hx x К 1 | 


lim ny= lim = lim = li -0 
xo to  X* xo хоно X In x 2d 


Portanto, 
lim у= lim = =1 


| 
| 
xo*o xota | 


(2) Calcule lim х! 
x++o 


jus > 1 
Сото х — + oo e 1/x ^ 0, o limite não é óbvio. Faça у = х!/*, Logo, ln y => In x, e 
х 


: ‚ах К 
lim In y= lim — = 0 de acordo com (e) acima. Assim, lim у= lim е" = е0 = 1. 
ad ds ъй е. Ж x49 хэ+а 
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C 

e Cuidado: Quando as condições para a regra de L' Hospital não são satisfeitas, o uso da regra geralmente conduz 

pa a resultados falsos. 

» 

( A Exemplo 

4 i *+1 241 5 

A i ышы a 

G X04 2-1 3 

G Se usássemos a regra de L'Hospital, concluiríamos erroneamente que 

241 2 

lim 52 = lim D а 1=1 
хэ2 X — хэ24Х xo 


36.2 CRESCIMENTO E DECAIMENTO EXPONENCIAIS 


O exemplo (d) acima mostra que e“ cresce muito mais rápido que qualquer potência de x. Há muitos processos na- 
turais, tais como crescimento de bactérias e decaimento radioativo, nos quais quantidades crescem ou decrescem a 
uma “taxa exponencial”. 


Definição: Considere que uma quantidade y varia com o tempo г. y é dito crescer ou decair exponencialmente se 
. Sua taxa de variação instantánea (Capítulo 19) é diretamente proporcional ao seu valor instantáneo; ou seja, 


ЕГА (36.1) 


onde K é uma constante. 


Suponha que y satisfaz (36. 1), Façamos a mudança de variável и = Kt. Logo, pela regra da cadeia, 


ENTM 
t PT dg du de du du 
€ S e assim, pelo Problema 35.28, 
í i y = Ce = Сек (36.2) 


onde C é outra constante. 
( Podemos agora perceber porque o processo y é chamado de exponencial. Se K » 0, K é dita constante de cres- 
cimento e y aumenta exponencialmente com o tempo. Se K « 0, K é dita constante de decaimento e y decresce ex- 
ponencialmente com o tempo. 

Seja y, o valor de y em t = 0. Substituindo г por O em (36.2), obtemos 


Yo = Се? = СП) = С 
de modo que (36.2) pode ser reescrita como 
у= уе“! (36.3) 


Exemplos 


(a) Considere que uma cultura de 1000 bactérias aumenta exponencialmente com uma constante de crescimento 
К = 0,02, sendo que o tempo é medido em horas. Determinemos uma fórmula para o número y de bactérias 
presentes após t horas e calculemos quanto tempo demorará até que 100 000 bactérias estejam presentes na 

R 
cultura. 


Como Yo = 1000, a fórmula procurada para y é dada por (36.3), 


y = 10092 0? 


I - " Y n жаз: pure rz 2 : . 
Apesar de populações serem medidas em termos de inteiros positivos, (36.3) parece ser aplicável apesar da fórmula ter sido deduzida para uma quantidade me- 
dida em números reais. 


296 INTRODUÇÃO AO CÁLCULO 


Agora faça у = 100 000 e isole t, 
100000 = 1000е0:02: 


100 = 202 
In 100 = In e%-92 
2 In 10 = 0,02t Па 10? =2 ln 10; In e = u] 
t= 100 In 10 


O Apéndice E fornece o valor aproximado de 2,3026 para In 10. Logo, 
t x 230,26 horas 


Observação: Às vezes, no lugar de se especificar a constante de crescimento K, digamos, К = 0,02, diz-se que 
a quantidade está crescendo à taxa de 2 % por unidade de tempo. Isso não é muito preciso, Uma taxa de aumen- 
to de r por cento por unidade de tempo é aproximadamente o mesmo que К = 0,0r quando r é relativamente pe- 


queno (por exemplo, ғ < 3). De fato, com uma taxa de crescimento de r por cento, y = yo(1 + 0,0) após uma 
unidade de tempo. Como y = yo e* quando: = 1, t = 1, eX = 1 + 0,0r, e, portanto, К = In (1 + 0,07). Isso é 
próximo de 0,0r, já que In(l+x)xx para x pequeno. [Por exemplo, In (1,02) x 0,0198 е 

A In (1,03) = 0,02956.] Assim, muitos livros-texto interpretam automaticamente uma taxa de crescimento de r 
por cento por unidade de tempo como sendo equivalente a K = 0,0r. 


(b) Se a constante de decaimento de um dado elemento radioativo é K « 0, calcule o tempo T necessário para so- 
brar apenas metade da quantia original. 


Em! = T, (36.3) dá 


730 = oe” " 
1 
аА 
ni-xr 
27 
—1n2-2KT LN 
In2 
IRES 36.4 
ET (36.4) 


O número T é chamado de meia-vida do elemento dado. Conhecendo-se a meia-vida ou a constante de decai- 
mento, podemos deierminar a outra a partir de (36.4). 


Problemas Resolvidos 


36.1 Mostre que lim 


xoc 


(In х)" 
ha 


= 0 para qualquer inteiro positivo n. 


A demonstração será feita por indução matemática (ver Problema 12.2). A sentença é verdadeira para n = 1, de acor- 
do com o Problema 34. 13(c). Assumindo ser verdadeira para n = k, temos раап= &+ 1, 


k+1 -1 
lim (In x) —€— {k + 1)(n хх 


xo x х + 1 


(nj 


[pela regra de L' Hospital] 


=(k + 1) lim 


x 


=(k+1):0=0 


Logo, a sentença é também verdadeira paran =k + 1 ca demonstração está completa. 


ce ii a O AS A bi ai 


| 
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36.2 Calcule lim É 


MNE e 


-1 


x>0 Sen X^ 


O numerador e o denominador são funções contínuas, sendo que cada uma delas é 0 em x = 0. Logo, a regra de 
L'Hospital se aplica, 
ә ат, пие e | 
lim = lim =— === 1 
xo S€nX X49 cosx с050 1 


36.3 Calcule lim (+ sn) 


x>+00 


Como лух — 0, segue que sen (x/x) > sen 0 =0 e assim não há qualquer método óbvio para resolver o problema. 
No entanto, a regra de L'Hospital se mostra aplicável, 


т л E 
sen— cos — f —2x ^?) 
2 т ^ x К х, A л 
lim [xsen-]- lim -r = lim = mmg lim cos— 
xoa Х/ xXx xo =X xo 


= псоз0=л:1=л 


36.4 Calcule lim х". 


x>0+ 


Pelo exemplo (c) na Seção 36.1, lim x In x = 0. Portanto, 


z70* 


lim x* = lim e***=e = 1 
x-0* x-0* 


36.5 Esboce o gráfico de y = xe". 


Pela regra do produto, у = xe* + е* = e'(x + 1). Como & é sempre positiva, o único ponto crítico ocorre quan- 
do x + 1 = 0; ou seja, quando x = -1. Quando x = -1, 


1 
-2(-1e!z-- 
y-(-De : 


Novamente pela regra do produto, y" = e"(1) +e(x + 1) = ex + 2). Quando x = -1, 


1 
y =e (1) +2] SA 0 
Assim, pelo teste da derivada segunda, há um mínimo relativo no ponto P(-1,-1/e). Da expressão para y”, a curva é cónca- 
va para cima (isto é, y" >0) quando x > -2 e cóncava para baixo (y" < 0) quando x < —2. Assim, o ponto 1(—2, —2/е?). 
Está claro que a curva cresce indefinidamente quando х > + со. Para ver o que acontece quando x — — oo, faça 


u = =x. Logo, 


y T ы " u 
lim хе = lim —ue*=-— lim 5=0 
2-0 uc ue € 


pelo Problema 35.31. Portanto, o eixo x negativo é uma assíntota. Isso nos permite esboçar o gráfico na Fig. 36-1. 


36.6 Se y(r) define um processo de crescimento ou decaimento exponencial, encontre uma fórmula para o valor médio 


de y no intervalo [0,7]. 


Por definição (ver Seção 31.2), o valor médio procurado é dado por 


aci etm x [юа 
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Mas (36.1) estabelece que uma antiderivada de Ky é o próprio y. Logo, pelo teorema fundamental do cálculo, 


" 1 i = X9 — Yo 
Vinédio = Кт | к 


Fig. 36-1 


Note que essa relação foi conseguida sem referência à forma explícita de y(r). Reescrita como 


Ay 1 
Jméio= poA; Ou Ay = KYmédio ^ 


ela fornece uma descrição útil de processos exponenciais: a variação de uma quantidade em um intervalo de tempo é pro- 
porcional ao tamanho do intervalo e ao valor médio da quantidade ao longo desse intervalo. 


36.7 Seas bactérias em uma cultura crescem exponencialmente e se seu número y dobra em uma hora, quanto tempo le- 
vará para atingir 10 vezes a população original? 


Sabemos que у = Jo e*', Como o número após uma hora é 2yp, 


2yo = ye? = yet ou 2Z=e o K=In2 


Assim, у = yo e!" 2"; e quando y é 10yo, 


10y, = уде" 


10 = eo 2r 
In 10 = (In 2) 
In 10 2,3026 
t = — RA 83, 
in2 0,6931 332 


Logo, demora um pouco menos de 33 horas para que o número de bactérias cresça dez vezes. 


36.8 Sabendo-se que a meia-vida T do elemento rádio é de 1690 anos, quanto restará a partir de | grama de rádio após 
10 000 anos? 


3 In 2 In 2 
De acordo com (36.4), K = -= = -24 e a quantidade de rádio é dada рог у = уџек = e 0^ 23/1699, De- 


T 1690 
pois de 10 000 anos, 
у = e (o 2010 00071690 
ay e 69311690 y ¿241 2 0,0166 grama 


O Apéndice F foi usado para determinar e”%!. Logo, cerca de 16,6 miligramas sobram após 10 000 anos. 
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Problemas Complementares 


36.9 Calcule os limites indicados: 


Ж? + " li nde) (© jg Lee 
Кое Веле Ed m 
D im (i-23 (o) lim 1—6 O dim q E 
ө mL O mi) @ mit 
“ EE 
o ыб] exc id 
O mcr o TT ае oo 
o tim 1—90 2x (à lim ur m 


36.10 Esboce os gráficos das seguintes funções, indicando extremos relativos, concavidade, pontos de inflexão e assíntotas: 
x 


(a) = (б) y-xe* (с) у= хе" (d у=х?1пх (0) y=e*senx 


36.11 Ота cultura de bactérias cresce exponencialmente de modo que o número inicial dobrou em 3 horas. Quantas vezes a po- 
pulação inicial estará presente após 9 horas? 


36.12. A meia-vida do rádio é de 1690 anos. Se 10% de uma quantia original de rádio está restando, há quanto tempo que o rá- 
1 dio foi criado? 


36.13 Se carbono-14 radioativo tem uma meia-vida de 5750 anos, o que restará de | grama após 3000 anos? 
36.14. Se 20% de um elemento radioativo desaparece em | ano, determine sua meia-vida. 


36.15 Drosófilas estão sendo mantidas em um ambiente que pode comportar um máximo de 640 indivíduos. Se essas pequenas 
moscas crescem exponencialmente com constante de crescimento K = 0,05 por dia, quanto tempo demorará para uma po- 


pulação inicial de 20 atingir a capacidade máxima do ambiente? (Lembre que 2 x 0,6931.) 


36.16 Uma certa substância química se decompõe exponencialmente. Considere que 200 gramas se tornem 50 gramas em uma 
hora. Quanto restará depois de três horas? 


36.17 Se 100 bactérias em uma colônia reproduzem exponencialmente e em 12 horas há 300 bactérias, quantas bactérias exis- 
tem na colônia após 72 horas? 


36.18 Se a população mundial em 1990 era de 4,5 bilhões e cresce exponencialmente com constante de crescimento 


K=iln2 quando o tempo é medido em anos, determine a população no ano 2020. 


H 36.19 Bactérias em uma cultura que cresce exponencialmente aumentam de 100 para 400 na primeira hora. (a) Qual será a po- 
pulação em 1,5 horas? (b) Qual é o número médio presente nas primeiras duas horas? 


€ 
€ 
€ 
€: 
€ 
€ 
€ 
€ 
€ 
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36.20 Prove o teorema do valor médio estendido de Cauchy: Se fe g são diferenciáveis em (a,b) e contínuas em [a,b] e se 


3621 


g'(x) 7 0 para todo x em (a,b), então existe um ponto c em (a,b) tal que 


f0-fe fo 


#®—а) 909 
[Sugestão: Aplique o teorema de Rolle generalizado (Problema 17.19) em 
h(x) = (70) — Fg) — (90) — gta) f(x) 
Note que g(b) 4 g(a) uma vez que, caso contrário, o teorema de Rolle generalizado implicaria que g'(x) = О para algum 
xem (a,b).) 
Prove а regra de L'Hospital. [Sugestão: Considere o caso lim, „+ (f (x)/g(x)), onde т, „+ f(x) = а, „+ g(x) = 0. 
Podemos assumir que fla) = g(a) = 0. Logo, pelo Problema 36.20, f(x/g(x) = (f(x) — f(a) (a(x) — ga) = f "(x*) 


/g'(x*) para algum x* entre a c x. Portanto, quando x » a*, x* —a*. Assim, se lim... (00/9/00) = L, então 


lim, „+ (f()/g(x)) = L. Os outros casos podem ser tratados do mesmo modo ou podem ser reduzidos a esse caso.) 


чш ш ШШ ШШ 


E 


ЧЧ 


ON af 


Funções Trigonométricas 
Inversas 


37.1 FUNÇÕES UM a UM 


| 


Lr 


PA PARA 


"ч FA 


Na Seção 35.3 introduzimos a noção de inversa de uma função e mostramos que a inversa de In x é e' e vice-versa. 
No entanto, nem todas as funções têm inversas. 


Exemplos 
(a) Considere a função ftal que f(x) = x? para todo x. Logo, ДІ) = 1 ef(-1) = 1. Se houvesse uma inversa g de f, 
então (fx) = x. Logo, g(1) = g(fl)) = 1 e g(1) = g(f(-D)) = -1, que implica que 1 =—1, o que é impossível. 


(b) Seja fuma função periódica, f(x + р) = fx), para todo x (ver Seção 26.2). O argumento do exemplo (a), para 
dois pontos x, e x, p, mostra que f não pode ter uma inversa. Mas todas as funções trigonométricas são perió- 
dicas (com p = 27 ou p = д). Logo, as funções trigonométricas não admitem inversas! 


As funções que.têm inversas devem ser funções um a um.” 
Definição: Uma função f é um a um se, sempre que и  v implica em ^ 
SA) 
Assim, uma função um a um assume diferentes valores para diferentes elementos do domínio. Uma função é um 


a um se, e somente se, seu gráfico intersecta qualquer reta horizontal em no máximo um ponto. A Figura 37-1(a) é o 
gráfico de uma funcáo um a um; a Fig. 37-1(b) exibe uma função que não é um a um, pois Ди) = f(v) = с. 


4y 


(a) (b) 
Fig. 37-1 


* N. de T.: Também conhecidas como funções bijetoras ou bijetivas. 


302 INTRODUÇÃO AO CÁLCULO 


NOTAÇÃO А inversa de uma função fum a um será denotada por f~, 


у 


Cuidado: Não confunda a inversa f™ com a recíproca 1/f. 


Se uma função um a um é definida por meio de uma fórmula y = f(x), podemos às vezes resolver essa equação 
isolando x em termos de y. Essa solução constitui a fórmula para a função inversa x = f (y). 


Exemplos 


(a) Seja fx) = 3x + 1 (uma função um a um). Seja y o valor de f(x); logo, y = 3x + 1. Resolva essa equação isolan- 
do x em termos de y, 


y-1=3x 
yes 
] Ў igne 
Portanto, a inversa f"' é dada pela fórmula 
A ОА 
Jue 
(by Considere a função um aum f(x) = 2e* — 5, 
у = 2е* – 5 
у +5 = 2е* 
У+5 . 
2 = е 
5 
ш” м = =x 
Logo, 
5 
my 


(c) Seja f(x) = х? + x, Como f'(x) = 5x* + 1 > 0, fé uma função crescente e, portanto, um a um (ver Proble- 


ma 37.12). Mas se escrevemos у = х5 + x, não temos qualquer método óbvio para resolver a equação isolan- 
do x em termos de y. 


37.2 INVERSAS DE FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS RESTRITAS 


Para que uma função periódica se torne um a um ~ e assim admitir inversa — seu domínio deve ser restrito a algum 
subconjunto de um período. 


Inversa de Seno 
O domínio de f(x) = sen x é restrito a [-1/2,1/2], no qual a função é um a um [de fato, crescente; ver Fig. 37-2(a)]. 


t =| - 4 " 
A inversa f” (x) = sen” x é chamada de inversa do seno de x (ou, algumas vezes, o arco seno de x, denotado por 
arc sen x ou arcsen x). Seu domínio é [--1,1]. Logo, 
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(b) y = sen" x 


o 


Fig.37-2 ' 


É O gráfico de sen”' x é dado na Fig. 37-2(b). Por um teorema geral, a inversa de uma fun ção crescente é ela mes- 
i g g g 1 e 

€ " ma uma função crescente. O leitor achará isso útil quando imaginar sen”! x como o ângulo (entre 1/2 e 1/2) cujo 

€ й seno é x. 

€ Exemplos 

© (a) sen^! 1=5 (b) sent УЗ „* (с) iil (d) satii 
» 1 

€ (e) sn!0-0 (f) s (- j- д (9) sen” 0—1) = 2 

€ ‚ A derivada de sen”! x pode ser encontrada pelo método geral do Problema 35.9(b). Neste caso, um cálculo bas- 

é tante rápido é viável, usando derivação implícita. Seja у = sen" x. Logo, 


sen у= х 


L en у= Ly) 


€ dx dx 
i. dy _ Е 
єз (cos у) TR 1 [pela regra da cadeia] 
e dy 1 1 1 
e dx cosy +/I-sny +,/1—х? 
e onde a raiz quadrada positiva ocorre porque cos y > O para -л/2 < y < 1/2. Assim, temos 
e 1 1 
B D {sent x)= ——— оп —— dx= sen! x +C 37.1) 
e 1—х? М2 


А importância da função inversa do seno no cálculo reside principalmente na fórmula de integração (37.1). 


O procedimento para as outras funções trigonométricas é exatamente análogo ao usado na função seno. Em ca- 


da caso, uma restrição do domínio é escolhida de modo a permitir uma fórmula simples para a derivada da função 
inversa. 


| ymo scenes 
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Inversa de Co-seno (Arco Co-seno) 
4 


(a) y =cos x (b) y = cos” x 
Fig. 37-3 


y=cosx [0<х<л] =>  x=c08'y [-1xyxl] 


Interprete -cos”!-x-como o ángulo (entre 0 e m) cujo co-seno é x. Seja у = cos”! x. Logo, 


cos y =x 
D {cos у)  D(x) = 1 
dy d 
— sen y d^ 
dy 1 


1 1 
dx  sny  i-csy Л 
Note que sen y = +,/1 — cos? y uma vez que sen у > 0 quando 0 < у < п. Assim 


1 
Dcos! x) = — e f Т dx=—cos ! x4 C 


J1-x 


Observe que -cos ! x e sen” x têm a mesma derivada; ver Problema 37.17. 


(37.2) 


Inversa de Tangente (Arco Tangente) 


(a) y =tgx (b)y=tg'x 
Fig. 37-4 


ш ш Ш 
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л 


y=tgx |-Zex< +  x=tg!y  [paratodos y] 
E 2 2 


Interprete tg ' como o ângulo (entre -r/2 e 1/2) cuja tangente é x. Seja y = tg ' x. Logo, 


igy-x 
Э.в y) - 1 
dy 
2 у 
вес? y. | 
й__1 71 _ 1 
dx se?y 1+{ у 1+х? 
Assim, 
рш! х= —— е ы e ib (37.3) 
8 1-4 1410718 ` 


4) 


(a) y = cotg x (b) y = cotg” x 
Fig. 37-5 


y=cotgx [0 <x < x] <& х= совт! y [para todo y] 
Interprete cotg ' como o ângulo (entre 0 e n) cuja co-tangente é x. Logo, 


" i 1 
Эсо! x) = — To % [zs dx = —cotg ! x+ C (37.4) 


Para a relação entre cotg e tg ^, ver Problema 37.17. 
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Inversa da Secante (Arco Secanie) 


y 


A função secante é restrita a dois subintervalos separados do período fundamental (-1/2,31/2), 


0<х < п/2 
y=secx |ou 
л X x < 31/2, 


LT 


o х= ест! 


у 


[>] 21] 


id A : A + H H 
Interprete sec” x como o ângulo (no primeiro ou terceiro quadrante) cuja secante é x. Logo, 


1 


xx -1 


Dec! х) = 


Ver Problema 37.7. 


1 
ou [= %-=+с 
x 


x -1 


Inversa de Co-Secante (Arco Co-Secante) 


(a) y = cse x 


NA 


E 


РЕ Бу NP ао д 


(37.5) 


Fig. 37-7 


(Б) y = csc x 


са Eu. дыы diis. ão du ax. Aui аа ША 


E ARR. 
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н. 0<х < 1/2 
C у= ссх |ou = x=ec!y [y|>1] 
€ n< x < 3n/2 


Interprete сс”! x como o ângulo (no primeiro ou terceiro quadrante) cuja co-secante é x. Logo, 


1 1 
Desc”! х) = —————= — === dx = ce lx + С 37.6 
À ! xxi; ™ === i ы 


Para a relação entre csc” x e sec” x, ver Problema 37.17. 


E Problemas Resolvidos 


Li 37.1 Uma função um a um tem inversa. Prove, reciprocamente, que uma função com inversa é um a um. 


Se o domínio de f consiste de um único ponto, não há nada a provar. Considere que f admite a inversa g, mas supo- 
nha, por absurdo, que o domínio de f contém dois números distintos, и e v, tais que fu) = Ҳо). Logo, 


u = &(Ди)) = go) = v 


que é uma contradição. Devemos então admitir que f(u) 4 f (v); ou seja, que fé um a um. 


3 37.2 Determine se cada uma das seguintes funções é um a um. Se for, encontre uma fórmula para sua inversa f^". 
i () Р) = х? +6x-7 (b 0) = (2+1) () Хо) = 5х? – 2 

E (а) Ро) = х? + 6x 47 = (x Tx — 1). Como f(-7) = 0 = f(1), fnão é um a um. 

€ Е (b) Obviamente, 4+1) = f(-1); fnão é um a um. 
e 

€ 

£ 


(c) Se у = 5x? — 2, então, 


Assim, f(x) = 5x? — 2 tem uma inversa, 


y+2 
ДТЧ» = Үсте 


e. assim, pelo Problema 37.1 »féuma um. 


37.3 Determine fórmulas para as inversas das seguintes funções um a um: 
(а) fx) = 10х-4 (b Д) = 3е' +1 
(а) Sejay = 10x — 4. Logo, 


у+4=10х ou do 7* 
Portanto, 
i у+4 
10 
(b) Seja y = 3e* + 1. Logo, 
-1 -1 
y-1=3e ou 5 - Qu n= =y 


COCocooccoecocc 
s 
$ 
1 
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Assim, 


37,4 Determine os seguintes valores: 


(a) s(-) (b) cos” (-) () tg^'(-1) 


з о к. DR GR 290. 
(а) $еп 2 = o ângulo em 73 cujo seno é 2^ 7$ 


(b) cos (-2)- ângulo em [0,7] cuj PR E $ 
2) 795ngioem TT] cujo co-seno é ;* "aru 
(с) tg! (1) = oánguloem | — Md cuja tangente é -1 = — E 
272 4 
375 Calcule: (d)cotg^* 4/3; (b) sec”! 2; (с) ese! (2/43) 


(a) соі! Y éo ângulo Ө entre 0 e z tal que cotg 0 = Ja. Esse ángulo é 1/6 (ver Fig. 37-8). Note que uma função 
7777 irigonométrica inversa deve ser representada por ùm ângulo em rádianos. — І 
(b) О ángulo 6 cuja secante é +2 deve estar no primeiro quadrante. А função secante é negativa no terceiro quadrante. 
Da Fig. 37-8, Ө = 1/3. 
(c) О ângulo 6 cuja co-secante é + 2/3 deve estar no primeiro quadrante. A função co-secante é negátiva no terceiro 
quadrante. Da Fig. 37-8, 0 = 1/3. 


37.6 Calcule as derivadas de: 


(a) зеп"! 2х (Б) cos»? (0) tg^! х (d) sec! х? 


2 
1 
(a) Реп! 2х) === D (2x) [pela regra da cadeia] 
1 — (х)? 
1 2 
== (2) = 


/1-— 4? 


(b) Dcos! x?) = === D,(x^) [реја regra da cadeia] 
1-0 
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(d) Рес! х3) = ЕН D4x*) [реја regra da cadeia] 


-———— (3x3 = 


xi x$ — 1 x/x5—1 


37.7 Assumindo que sec”? x é diferenciável, verifique que D,(sec™ t x) = ——===. 
q que q 20 1 


Seja у = sec”! x. Logo, 


secy=x 
Disco y) = Рх) 


d, 
(sec y tg y) z —1 [pela regra da cadeia] 


Mas a identidade 1 + tg” y = sec? y nos dá 


1+tgy=x? ou ty=x*-1 o tey=+./x2-1 
Pela definição de sec” x, o ángulo y está no primeiro ou terceiro quadrante, onde a tangente é positiva. Logo, 


dy 1 


dx xci 


tgy=+/xX—1 е 
37.8 Prove as seguintes fórmulas para antiderivadas: 
dx Tod 
(a) [le ure 
dx x 
IN sens i.c 
(b) |5 sen 2+ [a > 0] 
d 1 
(e) [Es lee C [a>0] 
х/х? а? a а 
NOTAÇÃO Ё comum escrever 


dx d, 
fo) no lugar de fo) x 


querda. 
olor) (0 
a a xV la 
1+(5) 
a 
A 1 1 
Coma EX SAE 
a ict a^ x 
а 
(b) nf) M (Т) 
a 1 x V \а, 
a 


ze ) e 
( [a > 0 implica em a = /a?] 


Em cada caso, empregamos a regra da cadeia para mostrar que a antiderivada da função à direita é o integrando à es- 


310  Inrropugáo ao CÁLCULO 


37.9 Calcule as seguintes antiderivadas: 


dx dx dx 2x dx 
@ E аз [rm m [я 
(a) Pelo Problema 37.8(a), com a = 2, 


(b) Pelo Problema 37.8(b), бї а = 3,” 


(c) Complete o quadrado: x? + 4x + 5 = (x + 2)? + 1. Logo, 


| dx -Í dx 
x +45 }(х+21+1 


Faça u = x + 2. Então du = dxe | 


dx du - = 
lada Ass Iu+C=tg!(x+)+C 


(d) Complete o quadrado: x? — 2x + 7 = (х — 1)? + 6. Fagau 2 x - 1, du = dx, 2x = 2и + 2. Logo, 
2x dx 2u +2 2u du 2 du 
7 = |2 du= | + |5 
x'-2x +7 u + 6 и? +6 u +6 


= In (u? + 6)+2- A vU +C [pela fórmula rápida II e pelo Problema 37.8(a)]* 


HIT PG 


vi | 


= 24D tg 


A 
37.10 Calcule sen (2 cos”! (—3)). 


Seja 8 = cos”! (—4). Então, pelos Teoremas 26.8 e 26.1, 


sen 20 = 2 sen 8 cos 9=2(+,/1 — cos? Bicos 0) 


a ast P Y : TEN 
Pela definição da função cos”, o ángulo está no segundo quadrante (seu co-seno é negativo), e assim seu seno é positi- 
vo. Portanto, o-sinal positivo deve ser assumido na fórmula acima, 


' Escrevemos (и? + 6) no lugar de |u? + 6| porque +6>0. 
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sen 28 = 2/1 — cos? @)(соз 0) = X i- (- e j 


3 3 


37.11 Mostre que sen” e tg! são funções ímpares. 


Mais genericamente, podemos provar que se uma função um a um é ímpar (como o caso das funções restritas sen x 
etg x, mas não da restrita cotg x), então sua inversa é ímpar. Com efeito, se fé um a um e ímpar e g é sua inversa, então 


ISC) = IL) Ша que fo) f] 


=—х [jáquegéainversa de f] 


af) [já que g é a inversa de f] 
O que mostra que g é ímpar. (Poderia uma função um a um ser par?) 


Problemas Complementares 


37.12. Para cada uma das seguintes funções f, determine se é um a um; e se for, encontre. uma fórmula para a inversa f ^". 
3x — 5 
x+2 


@ f-243 O =i €) 103 


€ fm-e-m 0 f9-&-» (0 wi 


S3. Con quc () 1-2 


x x44 x—1 


(9) f= 


37.13 Calcule: 
(a) e (-33) (b) а (22) 6) 711 (a) E 


(e) sec! 2 (1) s (-2£) (9) cc! (4/2) (h) cotg™! (1) 
(i) sec”! (—2) 


37.14 (a) Seja 0 = cos”! ($). Encontre os valores de sen Ө, tg 0, соф 6, sec Өе csc Ө. 
(b) Seja 0 =sen”* (—4). Encontre cos 6, tg б, cotg б, sec Өс csc Ө. 


37.15 Calcule os seguintes valores: 
4 
(a) sen (s j (b) tg (хс i (c) cos (ser + sec”! 3) 
1 
(4) (сот $^ tg! 2) (е) sen”? (sen т) 


[Sugestóes: No йет (b) 52 + 122 = 


132; no item (c) cos (и + v) = cos u cos v — sen и sen v; o item (e) é uma ques- 
tào ardilosa.] 


37.16 Encontre o domínio € a imagem da função f(x) = cos (tg”! х). 
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37.17 Derive: 


1 


(a) sen'x-cos!x (b) tg 'x-cotg!x (с) весі х свх (d) ів. хр! 


(e) Explique o significado de suas respostas. 


37.18 Derive: 
(а) xtg'!x (b) sen”! yx (с) tg”! (cos x) (d) In(cotg^! 3x) 
1 
(e) ecos! x (f) Inte tx (g cc! » () xa -x +a? sni 


z at М al -1 -12 
(i) tg” (2 =) (J) sen qt se x (k) tg ` 


37.19 Qual identidade é inferida pelo resultado do Problema 37.18(1)? 


37.20 Calcule as seguintes antiderivadas: 


[ I3 6 EA © f += 0 [X 
Ў O liz rm 125 - xi z- - 16x 
dx dx dx ` 
rui ua MEM (И) 
ө movem ^ | Nr fra a JI аса 
dx dx dx x dx 
i) — == k 
ш Liz 2 a is Jun 0 [25 
dx 2x dx x dx E x dx' 
m [2 ш 6x — x? to) x? 8x4 20 (p х2 —2х +4 
x dx ех dx cos x dx А dx 
(a) Ахй А 44 e © 5 + sen? x 0 x? + 2х + 10 


[Sugestões: (b) Faça и = 3x; (d) faça u = 4x; (e) faça u = x 3; (I) faça и? = x* + 9; (т) complete о quadrado em 
x? — 6х; (n) D,(6x — x?) = 6 — 2x; (p) divida x? por x? — 2x + 4.] 


37.21 Encontre uma equação da reta tangente ao gráfico de y = sen ' (x/3) na origem. 


37.22 Uma escada com 13 pés de comprimento se apóia contra uma parede. A base da escada está se afastando da base da pa- 
rede à taxa de 5 pés por segundo. Quanto varia a medida cm radianos do ángulo entre a escada e o chão no momento em 
que a base da escada está a 12 pés da base da parede? 


37.23 O raio de luz de um farol a três milhas de uma costa retilínea gira à taxa de 5 revoluções por minuto. Qual a velocidade 
do ponto P que o raio de luz atinge na costa quando este ponto está a 4 milhas do ponto A da costa que é projeção ortogo- 
nal do farol (ver Fig. 37-9)? 


Fig. 37-9 


з, тм 


PS m qm ч. 
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37.24 


37.25 


37.26 


37.27 


37.28 


37.29 


37.30 


37.31 


37.32 


37.33 


37.34 


Calcule a área sob a curva y = acima do eixo x e entre as retasx=0ex= 1. 


1+? 


" 1 Е ; 
Calcule a área sob a curva у = —————— acima do eixo x e entre as retas x = 0e x = 1/2. 


J1-x 


A região % sob a curva y = acima do eixo x e entre as retas x — INE €x = 2, gira em torno do eixo y. 


1 
х?,/х? —1 


Calcule o volume do sólido resultante. 


Use a fórmula de comprimento de arco (32.2) para encontrar a circunferência de um círculo de raio r. [Sugestão: De- 


termine o comprimento do arco da parte do círculo x? + y? = r? no primeiro quadrante e multiplique por 4.] 


Uma pessoa está vendo uma pintura pendurada em uma parede. A dimensão vertical da pintura é de 2 pés e a base da mes- 
ma está 2 pés acima do nível dos olhos do observador. Determine a distância x que o observador deveria ficar da parede 
para maximizar o tamanho angular Ө da pintura. [Sugestão: | Expresse Ө como a diferença entre duas inversas da função 
cotangente; ver Fig. 37.10.) 


х 
Fig. 37-10 


Para quais valores de x que cada uma das seguintes equações é verdadeira? 
(a) sen '(senx)cx (Б) cos! (cosx)=x (с) sen !(—x)- —sen^! x 
(d) sen(sen !x)e x  (é) cos(cos”!x)=x 


() [CG] Use uma calculadora gráfica para desenhar o gráfico de у = sen”! x e reveja sua resposta ao item (a). 
Calcule y' por derivacáo implícita: 


(à) х?—хїр *y=Iny (b) cos"! xy = e? 


Esboce o gráfico de y 2tg^ ! x — In /1 + x^. 


von a ER" T de e трыа И - 
Assumindo que cotg е csc” são diferenciáveis, use derivação implícita para obter as fórmulas para suas derivadas. 


Calcule os valores médios de fo) = 2 : em [22,2]. 


х2 


1 4 dx " А К 
(a) Mostre que л = (b) Aproxime x usando a regra de Simpson para a integral definida no item (a), com 


o 14x? 


n=8. 


Capítulo 38 


Integração por Partes 


1 


Neste capítulo aprenderemos uma das técnicas mais úteis para determinar antiderivadas. Sejam f e g funções dife- 
renciáveis. A regra do produto nos diz que 


O = fog 6) + 976) 


ou, em termos de antiderivadas, 
о) = [v 69g'(x) + 969" 09) dx = ls (og (х) dx + [eor (х) dx 


As substituições u = f(x) e-» = g(x) transformam isso em' 


w= [udo+ а 


IE dv = w — f: du integração por partes 


da qual obtemos 


A idéia por trás da integração por partes é trocar uma integração “difícil” f u dv por uma integração f v du. 
fácil. 


! Por exemplo, S f699'( dx = f u do, onde, no resultado da integração à direita, substituímos и por f(x) e v por g(x). De fato, pela regra da cadeia, 


(few) (аа) Red у Й E 
a qui) 001 = Seo) - 7 [ioo х 


Logo, } u dv = | f(x)g'(x) dx. Analogamente, | v du = | g(x)f'(x) dx. 


e 
€ 


set 


OSBORNE 


m 4 


(mom mS m 


LN S NO 


S 
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Exemplos 


(a) Calcule | xe* dx. Isso terá a forma IE dv se escolhermos 


u=x e de=e dx 


Como dv = v'(x) dx e dv = е dx, devemos ter v'(x) = е“. Logo, 


i [em=erc 


e assumimos о caso mais simples, C = 0, fazendo v = е^. 


Como du = dx, o procedimento de integração por partes assume a seguinte forma: 


IL ZI 
fe аб 


= хех — e + С = е(х—.1).+.С. 


A integração por partes pode ser feita mais facilmente se fizermos um quadro como о que segue abaixo pa- 


ra o exemplo (a) dado acima: 


Na primeira linha, colocamos и e dv. Na segunda linha, escrevemos du e v. O resultado up — f v du é 


obtido a partir do quadro, multiplicando o canto esquerdo superior u pelo canto direito inferior v e então sub- 


traindo a integral { v du das duas entradas da segunda linha. 


Note que tudo depende de uma escolha adequada de и e v. Se tivéssemos, por exemplo, considerado 
u=e*e dv =x dx, então v = | x dx = x?/2 e teríamos 


X x x x 
IE ES dx 


o que é válido, mas de pouco uso para calcular f xe* dx. Teríamos substituído a integração “difícil” 


| xe” dx pela integração ainda mais “difícil”  (x2/2) ех dx. 


(b) Determine | In x dx. Tentemos и = In x e dv = x dx: 


Logo, v = E dx = x?/2, Assim, 


зш oa Шш 
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i 
Jon [ou i 


x^ x1 

- —-—|—- 4 
frias (а x) 7 [Ela : 
2 1 Al 
ZI 4 
х? 1x? 4 
=qhnx-55+€ i 

x? : 
=т@юх-1)+С і 
i 


(c) Calcule E x dx. Tentemos и = Inx e de = dx: Ш 


Logo; ju myVAG Us 


IET ` 


[пх&=хюх- [rias 


x 
тас 
=xInx—x+C 
=x(Inx—D+C 


(d) Às vezes duas integragóes por partes são necessárias. Considere | e* cos x dx. Faça u = &* e dv = cos x dx: 


u=e dv = cos x dx 
du = е dx v=senx 
Logo, 
" 
ecos x desen x [ton x dx (1) 


Tentemos determinar fe Sen x dx por outra integração por partes. Faça и = e* e dv = sen x dx: 


и= е dv = sen x dx 
du=e dx v=—cosx 


Logo, ' 
fe sen x dx = —e* cos x -foe cos x) dx 


= —e* cos x fe cos x dx 


* N.deT: Às vezes, muito mais do que duas integrações por partes são necessárias. 


" 


Ro М 
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Substitua essa expressão para fe sen x dx em (/) e resolva a equação resultante, isolando a antiderivada pe- 


dida, 
fe cos x dx = ё sen x (e cos x «[e cos x a) 
f cos x dx = eë son x t e cos x fe cosx as 
2 f cos x dx = eë son x + e casser x + cos x) 
fe — _ sen x + cos x) LM с 
2 
Problemas Resolvidos 


38.1 Calcule fer dx. 


Faça 


Integração por partes nos dá 


fe dx = —xe*— fom dx = = xe ™* + fe dx 


= —хе”*—е*+С=—еҖ(х+1)+С 


Outro método consistiria em fazer a mudança de variáveis x = —t e usar o exemplo (a) deste Capítulo. 


38.2 (a) Estabeleça a fórmula de redução 


[хе dx = x" -n fee dx 


para [хе dx (n=1,2,3,..). 


(b) Calcule fee dx. 


(a) Faça 


e integre por partes, 


[ dx = x" — [even dx = x'e—n [e dx 


2) 
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(b) Paran = 1, (2) nos dá 


[eme femme ee 


como no exemplo (a). Omitimos a constante arbitrária C até o final do cálculo. Agora faga n = 2 em (2), 


[^ dx = xe – 2 [= dx = х?е* — (х — 1)e”) 
= (к — Ux — ђе = (x? — 2x + 2er + C 


38,3 Calcule IER x dx. 


Faça 


1 
=xtgix— 3 Inftl+x?|+C [реја fórmula rápida II, Problema 34.5] 


ГЕНЧЕ [já que 1 + x? > 0] 


38.4 Calcule ES x dx. 


Faça 


05 X dv 
senxdx р 


cos x dx 
sen x 


Então, 


ES x dx = cos x sen x — | (sen x)(—sen x) dx 


= cos x sen x + | (1 — cos? x) dx 


= cos x sen x + [on x dx 


=cosx sen х + та 


Isolando [os x dx, 


2 [ot x dx = cos x sen x +È 1 dx= cos xsen x+ x 


1 
LI 


| 


ш а ы, ш ш ш ш шї v ш s a | 


lad mes ша ш ыш A ж оош ча = 
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p 
Ы Esse resultado é mais facilmente obtido pelo uso do Teorema 26.8, 
e 
1 1 2 
€ [9i [ns 2x 9 GS а) о 
e PERE y) + 0 iem mnc 
O 2 2 2 
e 
е 38.5 Calcule [> tg! x dx. 
Faca 
Logo, 
x? 1 x? 
-1 ds ud ag i Ew papi d. 
fes x dx 2 tg! x з х 
Маѕ 
x  Qr-x)-1 14x 1 =1- 1 
4x) dex 1+? dax 14x 
e, assim, 
Pe fia RO 
1377 3 1+ 8 
Portanto, 
x? 1 
f tg! x de= tg"! x-z% tg x) +С, 


E tg! x -(x—tg ? x) + C, 
-iœ tg! x— x +tg ! x) c C, 


(tg xXx? + 1)—x) + C, 


Problemas Complementares 


38.6 Calcule: 


(a) [v dx (b) fe sen x dx (c) fee dx (a) ILE x dx 
(e) [> cos x dx (f) fe sen x dx (9) f cos(Inx)dx (h) IE cos (5x — 1) dx 
0] fe cos bx dx (Л E x dx (k) ES x dx D [== x dx 
(m) [= 4х (m IE sec? x dx (о) IE cos? x dx (p) IL xy? dx 
in x 
(a) f x sen 2x dx @) f sen x? dx (5 [5 dx (8) [е езх dx 


3 
(u) fe tg !x dx (o) E (2 +1) 4х (w) = dx (ә) fe In x dx 
14x? 


[Sugestão: Integração por partes não é um método adequado para o item (7).] 
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38.7 Seja 2? a região delimitada pela curva y = In x, pelo eixo x e pela reta x = e. (a) Determine a área de 2. (b) Encontre o 
volume gerado pela revolução de 4? em torno (i) do eixo x; (ii) do eixo y. 


38.8 Seja A a região delimitada pela curva y = nx, pelo eixo x e pela reta x = e. Calcule: (a) a área de 2; (b) o volume do 
sólido gerado pela rotação de Æ em tomo do eixo y; (c) o volume do sólido gerado pela rotação de 2 em torno do eixo x. 


[Sugestão: Мо item (c), na integral do volume, faça и = (In x)?, 0 = —1/x e use o Problema 38.6(5).] 


38.9 Obtenha, a partir do Problema 38.8(c), os extremos (adequados): 2,5 x e < 2,823. [Sugestão: Pelo Problema 30.3(c), 


* (In xV - 5 
o<[ (55 EE ou 0<2--< 
Es e e 


A desigualdade do lado esquerdo nos dá e > 3; a desigualdade do lado direito nos dá e x (3 + „21 


38.10 Seja 2 a região sob um arco da curva у = sen x, acima do eixo x e entre x = 0 e x = л. Encontre o volume do sólido ge- 
rado pela revolução de 2 em torno do: (a) eixo x; (Р) eixo y. 


38,11 Sen é um inteiro positivo, determine: 


2n 2n 
(a) | xcosnxdx (5) | x sen nx dx 
iJ 


o 


38.12 Para n = 2, 3, 4,..., encontre fórmulas de redução para: 
(a) ES хах (b) ES x dx 
(c) Use essas fórmulas para verificar as respostas aos Problemas 38.4, 38.6(k), 38.6(1) e 38.60). 


38.13 (a) Encontre uma fórmula de redução para f sec" x dx (n = 2, 3, 4,...). (b) Use essa fórmula, junto com o Problema 34.7, 
para calcular: (i) f sec? x dx; (ii) f sec* x dx. 


zs wa wm ш о ш ax uni э ш a c a ыш WC Шо ОС 


ша шг 


"PT 
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у 
е 
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Capítulo 39 


Integrandos Trigonométricos е 
Substituições Trigonométricas 


39.1 INTEGRAÇÃO DE FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS 


Já conhecemos as antiderivadas de algumas combinações simples das funções trigonométricas básicas. Em parti- 
cular, deduzimos todas as fórmulas dadas na segunda coluna do Apêndice B. Examinemos agora alguns casos mais 
complicados. 


Exemplos 


(a) Considere f sen“ x cos" x dx, onde os inteiros náo-negativos k e n não são pares. Se, digamos, k for ímpar 
(k = 2j + 1), reescreva a integral como 


[en X cos" x sen x dx = [e X)! cos" x sen x dx 
= fa — cos? x)! cos" x sen x dx 


Agora, a mudança de variáveis, u = cos x e du = -sen x dx, produz um integrando polinomial. (Para n ímpar, a 
substituição u = sen x deveria ser feita.) Por exemplo, 


ES х ѕеп x dx = [= x sen? x sen x dx 


- ES x(1 — cos? x)? sen x dx 


J^ — 0-1) du = -fva — 2u? + u^) du 


3 


5 T 
-[e-25a- (So Es) rc 


li 


3 


Ш 


1 2 1 
== 3 = A 7 
3 008 dur 0087 х 7 905 х+с 


(b) Considere a mesma antiderivada do item (a), mas ambos, k e n, pares; digamos, k = 2p e n = 24. Então, tendo 
em vista as identidades de meio-ângulo 
5 1 + соѕ 2х 7 1 — cos 2x 
соб? xz2————— e sen? x = ———= 


2 2 
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podemos escrever 
sen* x cos" x dx = I XY'(cos? x)! dx 
[С — cos =y(: + cos >) 
ча 
2 2 
= L (1 — cos 2x)(1 + cos 2х)* dx 
ELI 


Quando os binómios são desenvolvidos, o integrando se revelará como um polinômio em cos 2x, 


14 (q — picos 2x) + +: + (cos 2х) *4 


е assim, 


[= X cos" x dx ‚эң [Е dx + (q— р) [e 2х) ах+ + [e 2x)** a| (1) 


Do lado direito de (1) estão antiderivadas de potências ímpares de cos 2x, as quais podem ser calculadas pelo 
método do exemplo (a), e antiderivadas de potências pares de cos 2x, nas quais a fórmula de meio-ângulo pode 
ser empregada novamente. Assim, no caso da potência sexta, teríamos 


3 
[e 2x dx = [=> 2х) dx = (> dx 


e expandiríamos o polinómio em cos 4x, e assim por diante. Eventualmente o processo deve terminar em uma 
resposta final, como mostrado no seguinte caso específico: 


ES x sen* x dx = [e xysen? x)? dx 


-[ плову зр e 
i 2 2 
[e 2) 
= dx 
2 4 
=: fad = 2 os 2x + cos? 2x) + (cos 2xX1 — 2 cos 2x + cos? 2x)) dx 
1 
=3 (1 — 2 cos 2x + cos? 2x + cos 2x — 2 cos? 2х + cos? 2x) dx 
1 
ЕТ 
=$ (fax feos 2x as — Гола [ee 
1 4 
46-3 258 сш ng (cos 2х)(1 — sen? 2x) dx 
8 2 2 
= ; (> - m. 5 ( + =) + E 2x dx — ; [^ du) [fazendo и = sen 2x] 
=i} Sm x mo neri б 
8 2 2 8 2 2 3 
1 


-6-95 2x zé 
2 8 6 


(c) Do Problema 34.6(a), sabemos como integrar a primeira potência de tg x, 


[exem вес 


Potências maiores são tratadas por meio de uma fórmula de redução. Temos, para n = 2, 3,..., 


Coal 


mS Гаа 
=ош ш аа шш шш ш 


m 


b 
ÉS 
| 
£ 

À 

{ 

3 
C 
e 
( 
€ 


¿0000000 
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fe x dx= Ju x(tg? x) dx = fe x(sec? x — 1) dx 
- [e x sec? x dx — [== x dx 


- [e à [utis [sen и = tg x] 


uix 
5-1 


- Je x dx (39.1) 


Analogamente, a partir de 
[sex din ise 4x1 +0 


e da fórmula de redugáo do Problema 38.13(a) podemos integrar todas as poténcias de sec x. 


(d) Antiderivadas das formas Í sen Ax cos Bx dx, | sen Ax sen Bx dx e f cos Ах cos Bx dx podem ser desenvolvidas 
usando-se as identidades 


sen Ax cos Bx =; (sen (A + В)х + sen (А — В)х) 
i 
sen Ах sen Bx = 2 (cos (A — B)x — cos (A + B)x) 


1 
cos Ах cos Bx = 3 (cos (A — B)x + cos (A + B)x) 


Por exemplo, 


[ха 8x sen 3x dx = f (cos 5x — cos 11x) dx = (mt + 
39.2 SUBSTITUIÇÕES TRIGONOMÉTRICAS 


Para encontrar a antiderivada de uma função envolvendo expressões tais como ./a? +х?, Ja? = х2 ou 
х? — а?, é geralmente útil substituir x por uma função trigonométrica. 


Exemplos 
(a) Cale | x! +2 dx. 


Nenhum dos métodos já disponíveis é aplicável aqui. Façamos a substituição Y „onde — 7/2 < 0 < +/2. 
Equivalentemente, 8 tg^' ENE ). A Fig. 39-1 ilustra a relação entre x e 6, com 8interpretado como um ân- 
gulo. Temos dx КА = sec! Ө d e, da Fig. 39-1, 


2+2 
"d =зес@ ош /x4+2=/2sec0 
onde sec 9 > 0 (uma vez que – л/2 < 0 < 112). Assim, 


[veria - fub afi же nua [se 04 
= sec ð tg 0 +10 |sec Ó-- tg 0|-- С [pelo Problema 38.13(b)] 
М+2 х n VX+2 x 
Y ya 


+C 


AFA 


2 2 
_5М* +2 4 im dy +2+х1 e [sue - 21] 
2 A 517151 


fy2 
"ETT арш 0 


242 
A aA 
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Observe como a constante – іп JA foi absorvida no termo constante no último passo. A notação de valor abso- 
luto no logaritmo pode ser eliminada uma vez que | /x? + 2 + x > 0 para todo x. [sso segue do fato de que 


{бё x2» x = |х| > х, 


Esse exemplo ilustra a seguinte regra geral: Se {/ X 2 + а? ocorre em um integrando, tente a substituição x= a 
tg Ocom- (1/2) < Ө < (1/2). 


х 
AN Г] 
У4- х? 
У4- х! 
y У 
3 x 
Fig. 39-1 Fig. 39-2 
4—х? 
(b) Calcule E dx. 


Faça a substituição x = 2 sen 6, onde – 7/2 < 0 < 1/2; ou seja, O= sen ' (x/2). A interpretação de O em ter- 
mos de ángulo é mostrada na Fig. 39-2. Mas dx = 2 cos 0d0c 


y4-xX V4-4sentô 2 A ad 


x 2 sen 8 2 sen O sen 6 


Note que ,/1 — sen? 0 =,/cos? 8 = |cos 8] = cos 8, uma vez que 0 > 0 quando —7/2 < 0 < 1/2. Assim, 


[A 52 
pA dx = [en 6X2 cos 8) do = | (Es 0) do 


S 
en 


1 ME 
-: | A) 
sen 8 sen 8 


= 2In |csc 0 — соф 0| + cos 0) + С 


Jason MU 
-n-A E 


2 


Esse exemplo ilustra a seguinte regra geral: Se Y а? — X? ocorre em um integrando, tente a substituição 
x=a sen com - 1/2 € 0€ n2. 


Px? — 
© Calcule | = 3 ads 


Seja x = 2 sec 6, onde 0 < 0 < 7/2 ou m< 0 < 39/2; ou seja, O- sec '. Então dx = 2 sec 0tg 0d0e 


Yx? — 4 = A sec? 0 — 4 = 2. /sec? 0 — 1 = 24 /tg? 0 = 2|t 0| — 2tg 0 
Observe que tg Ө > 0, uma vez que 0 está no primeiro o terceiro quadrante. Logo, 


2-4 
[5 a- [285 


$e (2 sec 8 tg 0) do 


figo 1 веп? @ 1 E 
¿E [6-3 | 02 


1 1 
=- ss -1 
10 sen 0 cos 0) + C i 


1 a/xi-4 
mI MED ас 


NIX 
1 
x 
y 
1 
ES 
[ES 
2 
+ 
a 


1 


xi шош Cw s ш ш асыш ш эы ш ш ш жш ш ж ® 


ш ш 
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A regra geral ilustrada por esse exemplo é: Se /x? — a? ocorre em um integrando, tente a substituição x 
=a sec 6 сот 0 < O< (7/2) ou mS 0< 3m2. 


Problemas Resolvidos 


39.1 Calcule ES x cos? x dx. 


O expoente de sen x é ímpar. Logo, faça и = cos x. Desse modo, du = -sen x dx e 
ES x cos? x dx = ES x cos? x sen x dx 
= fa — cos? x) cos? x sen x dx 
= -fa = и2)и2 du = fue = u?) du 


cos? x cos? x 


s.t 5 3 


+С 


39.2 Calcule ES x sen* x dx. 


Os expoentes são ambos pares; além disso são iguais. Isso permite um aperfeiçoamento no método da Seção 39.1, 
exemplo (b). 


4 
ES x sent x dx = | 2) dx == sent 2x dx 


IL dx— 3 [eos u du + i ES u 2 [fazendo u = 4x] 


€ 1 1 1 
4 = х — 7 Sen и +y (и + sen и cos u) 
€ 1 1 x sen 4x cos dx 
M zm x-3se4x 4 b +С 
Ci EN Зх sendx sen8x Te 
Є 764272 16 
o 7 
é = (е «+ ®\ ус 


39.3 Calcule: (а) ES x dx; (p) IE x dx. 


(a) ES xdx= fes x(cos x) dx = f (cos? х)2(соѕ x) dx 


= fa — sen? xP (cos x) dx = fa — 2 sen? x + sen? х)(соѕ x) dx 


Faça и = sen х. Logo, du = cos x dxe 


5 


3 
fost xax- [acne rias E 


2 ѕеп? x senóx 


=senx— 
3 5 


+С 


326 IntroDução ao CÁLCULO 


(b) Essa antiderivada foi essencialmente obtida no Problema 39.2, 


tola 


ES xdx=2 [== (Qu) du [en u= 


imme “с 


128 8 
1/3x sen 4x 
AG mme $ с 


39.4 Calcule [e x dx. 


A partir da fórmula de redução (39.1), 


2 4 
fera- LI -[esa- LI — In |sec x] 


4 


4 Я 
feras E - [ехе Е - +10 [sec x] + C 


39.5 Mostre como determinar / tg" x sec" x dx: (a) quando q é par; (b) quando p é ímpar. (c) Ilustre ambas as técnicas com 
Гур? x sec! x dx e mostre que as duas respostas são equivalentes. 
(a) Sejag=2r(r=1,2,3,...). Logo 
fe х sec” x dx = fe x sec! x(sec? x) dx 


= fe x(1 + tg? x^ (sec? x) dx 


uma vez que 1 + tg? x = sec? x. Agora, a substituição u = tg x, du = sec? x dx, produz um integrando polinomial. 
(b) Sejap=2s+1(s=0,1,2,...). Logo, 


[es sec! x dx = [e x sect”! x(sec x tg x) dx 
= [e x — 1) sect”! x(sec x tg x) dx 


uma vez que tg? х= sec? x - 1. Agora faça v = sec xe dv = sec x tg x dx, para obter um integrando polinomial. 
(c) De acordo com o item (a), 


[e x sec* x dx = fe x(1 + tg? xXsec? х) dx 


= J^ + u?) du = [e + uô) du 


gx | tg^x 
ku PUTA Ve 


+C 
De acordo com o item (b), 


fe x sec? x dx = [e x — 1) sec? x(sec x tg x) dx 


= fe — Do dv = [e — 03) do 


Sec? x sect x 


vt 
zt 6 4 


+C 
Como | +x = v 


Bot 45-6 (L4 wy – 61 +10) 


6 4 24 24 


„2 жож а жь а ш жш A 


3 


Hh m уз, em үе, 
e al 


e 


ODO 


I O ow 


тм. т, 
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ÁLGEBRA (1+ 03 = 1+ 32+ 312 +1 


41 302 + Зиё + u6) — 6(1 + 2u? + и) 


24 
24 12u? + 124% + 4uó — 6 — 12u? — but 
Ei 24 
St + é od 
24 4 6 12 
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e assim as duas expressões para f tg" x sec? x dx são equivalentes. (O — 15 é absorvido pela constante arbitrária C.) 


39.6 Calcule fe x sec x dx. 


O Problema 39.5 não ajuda nada aqui. 
fe x sec x dx = I x— 1) sec x dx = [e X — sec x) dx 
1 
73 (sec x tg x + ln |sec x + tg x|) — In [sec x+tgx|+C [pelo Problema 38.13(5)] 


1 1 
= See х 8х -zin [sec x+ tgx] +C 


39.7 Prove a identidade trigonométrica sen Ax cos Вх = (sen (A + B)x + sen (A — B)x). 
As fórmulas de soma e diferenga do Teorema 26.6 nos dáo 


sen (A + B)x = sen (Ax + Bx) = sen Ax cos Вх + cos Ax sen Вх 
sen (А — В)х = sen (Ax — Bx) = sen Ax cos Bx — cos Ax sen Bx 


e assim, por adição, sen (A + B)x + sen (А — B)x = 2 sen Ах cos Вх. 


2x 


39.8 Calcule o valor de | sen nx cos kx dx para inteiros positivos n e k. 
ij 


Caso І: n +k. Pelo Problema 39.7, com Az ne B=k, 


2л 1 2m 
[ sen nx cos kx dx =5 [ (sen (n + k)x + sen (n — k)x) dx 
iJ i 
a E (п + Юх n (п — 2 ай 


nk n—k o 


pois cos px é, para p inteiro, uma função periódica de período 27. 
Caso 2: n = К. Logo, pela fórmula do ângulo duplo para a função seno, 


p 2x 2x 
[ sen nx cos nx dx zi [ sen 2nx dx = 21 (e: 2) =0 
lo 2% 2X 2n lo 


dx 
x? +9 
A presença de yx? +9 sugere fazer x= 3 tg Ө. Assim, dx=3 sec? 80, e 
re 0+9= 9g? 0+1) = 3 /sec! 0 = 3 sec 0 


39.9 Calcule 


3 зе020 
Logo, ь sec 8 40 = In |sec 8 + tg0| + C 


-- зв ^ 
+ 
E rem pg 


+C 
=ln| Vx? +9 +x] +K =n (x? +9 +x)+K 


=1n 
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x2+9+x 


3 = а |x? 9 6 x|— In 3 
ea constante - In 3 pode ser absorvida pela constante arbitrária K. Além disso, 


мх 94x20 


NOTA In 


dx 


x /3—-x 


39.10 Calcule | P 


A presença de 4/3 — x? sugere a substituição x = Y sen 6. Desse modo, dx = NE cos 0 40. 


M8 — = 3 — 3 sen? 9 = /3(1 — sen? 8) = ./3,/c08? Ө = 4/3 cos 8 


ё | dx -| Уз cos 8 dg 4j dg SE 
x3 -x G sen? 0X. /3 cos 0 3 sen? 0 3 
= 00940 
cos 8 4/31 /3_ J3-x 
Mas cts = 
ХА х 
E MIEL 
E apa 3x 


2 


x 
Jx 4 


39.11 Calcule f dx. 


A ocorrência de /x? — 4 sugere a substituição x = 2 sec 6. Logo, dx =2 sec O tg 040. 


x — 4 = 4/4 sec? 8 — 4 = Alec? 0 — 1) = 2 /tg? 8 — 2 tg0 


2 2 
: f X ok [es 8)(2 sec 6 tg б) 
2128 
2(sec 0 tg 0 + In [sec 0 + tg 0] + C 


A ES i 


48 = 4 [е 0 do 


[pelo Problema 38.13(b)] 


Dc 
2 — 
Ett 4ке 


2. 2 


MEET 


2. 
DT lm 


хух? –4 z 
= 2 +21 |х + x - 4| - K 


onde K =C - 2 In 2 (compare com o Problema 39.9). 


Problemas Complementares 


39.12 Calcule as seguintes antiderivadas: 


sen* x cos? x dx (d) 


(a) IE x cos? x dx 
(e) ES x sen? x dx 
0) fe x sect x dx 


(m) IE пх cos Злх dx 


(b) ES 3x dx (9 


ES 
[n [eie 
G fe x sec? x dx 


(n) E 5x sen 7x dx 


4 


tg^ x sec x dx 


| 

(9) fes x dx 
| 
| 


cos 4x cos 9х dx 


ES x dx 
(h) ES x dx 
(0 E 2x cos 2x dx 


шо wp x ы шо ш O DO ү 


шэ дї дв 


© 
C 

C 
€ 


gm 


eme 
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39.13 


39.14 


39.15 


39.16 
39.17 
39.18 
39.19 
39.20 


Prove as seguintes identidades: 


1 
(a) sen Ax sen Bx =3(cos (А — В)х — cos (A + В)х) 


(b) cos Ax cos Bx => (cos (A — В)х + cos (А + B)x) 


Calcule as seguintes integrais definidas, onde os inteiros positivos n e k são distintos: 
1 
(a) sen Ax sen Bx =a(cos (A — В)х — cos (A + B)x) 


1 
(b) cos Ax cos Bx 73 (cos (A — B)x + cos (А + Byx) 


Calcule: 


m 2 2 
(a) [= lx 0 [Gs © [ 155 dx о | ax 


— x 2-х? 


ах ах dx dx 
ше... ы ы йү A ll 
© [> fx —9 o la = xr 6) la +97 0 f; /16 — 9x? 
() Pa A-xx4« (Q Je Ad k == 


Encontre o comprimento de arco da parábola y = x^ de (0, 0) a (2, 4). 

Encontre o comprimento de arco da curva y = In x de (1, 0) a (e, 1). 

Encontre o comprimento de arco da curva y = é de (0,1) а (1,2). 

Encontre o comprimento de arco da curva у = In cos x de (0, 0) a (7/3, — 1n2). 


x? y 
Calcule a área envolvida pela elipse 7 w wo 1, 


Capítulo 40 


Integração de Funções Racionais; 
O Método das Frações Parciais 


Este capítulo oferecerá um método geral para calcular integrais indefinidas da forma 


М) 
f DO dx 


onde N(x) e D(x) são polinômios. Isso significa que mostraremos como encontrar a antiderivada de qualquer função 
racional f(x) = N(x)/D(x) (ver Seção 9.3). Duas hipóteses serão assumidas, sendo que nenhuma delas é realmente 
restritiva: (i) o coeficiente do monómio de maior grau em Р(х) é +1; (11) N(x) é de menor grau que D(x) [ou seja, 
Дх) é uma função racional própria). 


Exemplos 
" 8x* 2-7 &x* 0 256 
O роз П -7-34x943x-10 x9 2b 77 
хё +7. 
(b) Considere a função racional imprópria f(x) = = ~ . A divisão longa (ver Fig. 40-1) nos leva a 
Tx+1 
=x +1 
Јо) = х®+1+ ES 
Consegiientemente, 
7x 1 x? 7x 1 
Гов [ора [ZH as 3 ec [26 


e o problema se reduz a encontrar a antiderivada de uma função racional própria. 


x* Hx|x?-1 


—х* + х? х* +1 
xix 
=x + 
7x +1 


Fig. 40-1 


жа uuu E! 


f^ 
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Os teoremas que se seguem valem para polinômios com coeficientes reais arbitrários. No entanto, para fins de 
simplificação, exemplificaremos apenas com polinômios cujos coeficientes são inteiros. 


Teorema 40.1: Qualquer polinômio D(x) cujo monômio de maior grau tem coeficiente 1 pode ser expresso co- 
mo o produto de fatores lineares, da forma x — a, e fatores quadráticos irredutíveis (que não po- 
dem ser fatorados), da forma x" + bx + c, sendo que repetição de fatores é permitida. 


Como explicado na Seção 7.4, as raízes reais de D(x) determinam seus fatores lineares. 
Exemplos 
(a) x!-1-(x- 1x +1) 
Aqui o polinômio tem duas raízes reais (+1) e, portanto, é um produto entre dois fatores lineares. 
(b) х? + 2x? — 8x — 21 = (х — 33? + 5x +7) 


A raiz x = 3, que gera o fator linear x — 3, foi encontrada testando os divisores de 21. A divisão de D(x) por x — 3 
resultou no polinômio. Esse polinômio é irredutível, uma vez que, pela fórmula quadrática, suas raízes são 


ES tad =Siy-3 
E ao 


que, por sua vez, náo sáo números reais. 


Teorema 40.2 (Representação em Frações Parciais): Qualquer fração (própria) f(x) = N(x)/D(x) pode ser es- 
crita como uma soma de funções racionais próprias mais simples. Cada parcela tem como de- 
nominador um dos fatores lineares ou quadráticos de D(x), elevado a alguma potência. 


Pelo Teorema 40.2, Í f(x )dx é dada como uma soma de antiderivadas mais simples – antiderivadas que, de fato, 
podem ser calculadas pelas técnicas já conhecidas até aqui. 
Será mostrado agora como construir a representação em frações parciais e integrá-la termo a termo. 
Caso 1: D(x) é um produto de fatores lineares não repetidos. 
A representação de f(x) em frações parciais é 
E RS 
(x — ax — аз) ++: (X — a) 


Os numeradores constantes A}, . . . , А, são determinados como no exemplo a seguir. 


2х+1 А, x А, 
(+ =D x+1 x-1 


Exemplo 


Elimine os denominadores multiplicando ambos os lados por (x + 1)(x — 1), 


2х+1 EE n 42 
C+ De- y ct» Doptte+ e DI 
2x +1 = A(x — 1) + A(x + 1) (1) 


Em (1) substitua individualmente as raízes de D(x). Com x=-1, 
—-1-4,-2-*40 ou А, = 

ecomx=1 , 
3=0+ 4,2) "m А == 


Com todas as constantes conhecidas, a antiderivada de f(x) será a soma de termos da forma 


А 
f dx=Aln|x—al 
x-a 
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Caso 2: D(x) é um produto entre fatores lineares, sendo que pelo menos um deles é repetido. 


Esse é tratado do mesmo modo que no Caso 1, exceto que um fator repetido (x — a)k corresponde a uma soma 
da forma 


ETE HE И 
x—a (х- а) (x — af 


3x+1 А, A; Ás 
naa x-i (x-IE x? 


Exemplo 
Multiplique por (x - 1)'(x— 2), 
3x +1 = Аү(х — Dix — 2) + Ах — 2) + A(x — 1)? a 
Fazendox= 1, 
4=0+ Aj(-1) +0 ou А,=—4 
Fazendo x = 2, 
720404441 o 4, =7 


O último numerador, A}, é determinado pela condição de que o coeficiente de x^ do lado direito de (2) é zero (uma 
vez que é zero do lado esquerdo). Logo, 


А +43=0 o A4-—4,—--7 


[Mais genericamente, usamos todas as raízes de D(x) para determinar alguns dos As e então comparamos coefi- 
cientes — de todas as potências necessárias — para encontrar os últimos As.] 


Agora as antiderivadas de f(x) consistirão de termos da forma In] x - a | adicionado a pelo menos um termo da 
forma 


A B ; 
Jefa 022 


Caso 3: D(x) tem fatores quadráticos irredutíveis, mas nenhum é repetido. 
Nesse caso, cada fator quadrático x^ + bx + c contribui com uma parcela 


Ax+B 
x? +bx+e 


na representação em frações parciais. 


x-1 А, AX+A; 


Exemplo а) xt2* r1 


Multiplique por (х2 + 1)(х + 2), 


x? — 1 = Ax +1) +(4,x + Ay +2) (3) 
Faça х= 2, 


3-445 0 ou a=; 


Comparando coeficientes de x° (os termos constantes), 


1 1/8 4 
-1=A, +24 ou Aj=-==(1+4)=-=-|[-)=-- 
1 3 3 zl +4) (8) E 
Comparando coeficientes de x^, 
2 


I-A 4 ou A-l-A c: 


к= am aao dt 
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A soma para Í f(x)dx vai agora incluir, além de termos que surgem de eventuais fatores lineares, pelo menos um ter- 


mo da forma 
Ab 
Ax В (rec Сев 
етен саа nu e b? 
х+;] +0 P=c-q>0 
A b 
[a E u=x+ | 


Amro) Cr 4 
=qIntt+o)+ te 


(Para uma garantia de que ô é um número real ver Problema 40.7.) 
Caso 4: D(x) tem pelo menos um fator quadrático irredutível repetido. 


Um fator quadrático (22+ bx + c)k repetido contribui na representação em frações parciais com a expressão 
q pe pi S 


A,x + A; Азх+ As ‚..у Азж-1Х + А» 
ах? bx +c (ax? + bx + с)? (ax? + bx + oy 


O cálculo nesse caso pode ser demorado e cansativo. 


X +1 _ ARA) Aix A, 
Exemplo бё+ x1 ir 


Multiplique por (х? + 1), 
x? +1 = (А,х + AG + 1)+ Aux + As 
Compare os coeficientes de x", 


1-24, 


Compare os coeficientes de x", 


Compare os coeficientes de x, 
0=4 +4 ou A=-4,=-1 
Compare os coeficientes de x^, 


1=4,+4, ou A=1-4,=1 


A nova contribuição a | f(x) dx consistirá de um ou mais termos da forma 


Ax B ийи du 
la + bx + cy PESA [a + 63 EC la +08 [сойо no Caso di 


E 
tr foon oao [faça u = ô tg 0] 


e sabemos como calcular a integral trigonométrica [ver o Problema 38.12(a) ou o exemplo (b) da Seção 39.1]. 
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Problemas Resolvidos 


2x? + х?—6х+7 
x +x-—6 
O numerador tem grau maior que o denominador. Portanto, divida o numerador pelo denominador, 


2x3 +x2-6x+7 lx? £x -6 


40.1 Calcule | 


-28-2Q9 40x 25-1 
—х?+6х+7 
x+ х—6 
7х +1 
Assim, сны cent 7x +1 
x2+x—6 x +x—6 


Em seguida, fatore o denominador, X4x-6- (x + 3) - 2). A decomposição em frações parciais tem a forma (Caso 1) 


ca ПА QAI. 
(x43x-2) x43 x-2 


Multiplique pelo denominador (x + 3)(x ~ 2), 
Tx + 1 = Аү(х— 2) + Ay(x +3) 


Faga x = 2, 
1520454, ou 4=3 
Faça x =-3, 
202 54,40 ou А=4 
Logo, 
T+1 4 E 3 
(x43(x—2) x43 x-2 
e 
2x3 + х2 — 6x 7 4 3 
| Pos is fos- nace [ae Gas 
=x —-x+4In|x+3]+3In|x—2]+C 
PON [E es 
acute 153 3x2 9x27 


Testando os fatores de 27, descobrimos que 3 é uma raiz de Р(х). Dividindo D(x) por x — 3 nos dá 
хэ — 3x! — 9x + 27 = (х — 3x? — 9) = (x — 3x — 3x + 3) = (х — 3)Ux + 3) 
© assim a representação em frações parciais é (Caso 2) 


x? _ As " А, A 
(х – 3х +3) x-3 (х—32 x43 


Multiplique por (x – 3)(x + 3), 


x? = Ах — 3)x + 3) + Ax + 3) + Asx — 3)? 
Façax=3, 


9=0+64,+0 оп 425 
Fagax=-3, 


9=0+0+4A(-6? ош ДА; = 


"-— M: 


mu^ ашы ай 


Я 


E 


A 
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a 
а Compare os coeficientes de x, 

3 

e I-A +4 ou A=1-45=5 

3 
5 Logo, 
G x 23.1 ,3 1 ,1 ! 
€ х 30 9х+27 4x-3 213 4x43 

* 
€ e 

Ж х2 dx 3 3 1 1 

х 31-5 91 31+C 
AS dl a pers 
x+1 
40.3 Calcul == dx. 
AUN Es +2) 


Esse é o Caso 3, 
x£l А, AA 
xx-2 x x? +2 


Multiplique por хо? +2), 
x+1=A,Q +2) + x(A; x + 43) 
Faça x=0, 
1 
1=24,+0 ou A => 
Compare os coeficientes de x", 
1 
0=4,+4, o 4&=-4,=—; 
Compare os coeficientes de x, 
1-24, 
Logo, 
x+1 1/1 QC t1 
xx*42) 2x x42 


x+1 1 fi ET xdx dx 
ES Jal 


Como o fator quadrático x^ + 2 é um quadrado completo, pdemos fazer a integração do lado direito sem uma mudança de 


variáveis, 
x+1 1 1 1 x 
=> In |x| с (x? —tg +С 
[КГ yl in (e TOR A 
40.4 Calcul о Dad 
` ВА 1 — sen х + cos x 


Observe que o integrando é uma função racional de sen x e de cos x. Qualquer função racional das seis funções 
trigonométricas se reduz a uma função desse tipo e o método que usaremos para resolver esse problema em particular fun- 
cionará para qualquer função dessa forma. 

Faça a mudança de variáveis z = tg (x/2); ou seja, .-= 2 tg ' z. Logo, 


2 
dx- 2..4 
1x27 


€, pelo Teorema 26.8, 
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х х tg (x/2) 
- = соз уре ыг. 
senx=2 sen; cos 2 sec! (x/0) 
e tg (x/2) X 
"dg G3 1-2 


2 
совх=1—2зе25=1-2® en 


2 


sec? (x/2) 


та ш M VU] 


ig? (x/2) 27? 


E Е 1—22 


Ceia) ^ dez 1+: 


Quando essa substituições são feitas, o integrando resultante será uma função racional de z (pois composições e produtos 
de funções racionais são funções racionais). O método das frações parciais pode então ser aplicado, 


2z L-2X1 2 
[umen a (i-e IE) Irag 


 [(ü-2)-2z-(0-2)V* 2 de 
E 1+z? 1+2? 


[(222xXV' 2 в 1+22 2 p 
Js?) 142720 J2-2214+2 


1 
-f dz- —In|1—z|4 C 
i-z 


x 
= — — tg— Cc 
In |1 Zu 
40.5 Calcul Adr 
dd | + 2 2x42] 
Esse é o Caso 4 para D(x) e, portanto, 
х A4 AX + Аз A,x + As 


(х р 220) x41 xik2x 42. (X 2x 2) 
Multiplique por (x + (x + 2x + 2), 
x= AX + 2x + 2)? + (А, х  Agx + D? + 2x + 2) + (44x + A + 1) 
ou, parcialmente expandindo o lado direito, 
Ax? + 8х2 + Bx + 4) (45x + Ago + 3х2 + 4x + 2) + (44x + A+ 1) (1) 


Em (7), façax=-1, —1=А(1)= А, 


Compare os coeficientes de x*, 
0=4,+4, o A=-4,=1 
Compare os coeficientes de x", 
0=44,+34,+4, ош A=-44,-34,=1 
Compare os coeficientes de x", 
0=84,+44,+34,+4, ou А, = -84, 445 34-1 


Compare os coeficientes de x°, 


0=44,+24, +45 ou  Aj=-44,-24,=2 


Portanto, 


оч 


кз, уч (тч уты 


ym м 
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f x dx ZUR [Ж е +] («+ 2) dx 
(x + I(x? + 2x + 2y x+1 Jx? +2x+2 |) (х2 + 2х +2) 
арна 
и +i (2-1? Је +1) 
[pelas fórmulas rápidas Пе I] 
= ашари (2) [cos 0.40 
[Caso 4: faça и = tg 6] 


=-In|x+ aja s) tec 
Mas 

0-tg  uctg^! (x1) 
€ (ver Problema 40.4) 


260 Xx) 


1 ms SA ыды n 
err ug ELA) 


de modo que finalmente temos 


x dx 1 
| ll In (x? + 2x + 2) — (2) 


l ыў x+1 
+78 CEIF iG uj 


1 Я х zi 
=- E = jx 1 
(е ud i-r i: «+ ш|х+1|+С 


Problemas Complementares 


40.6 Calcule as seguintes antiderivadas: 


(a) 5 © ЕТШ © | оо di 
9 = siegt © [5 (9 a 
(9) AS ® ¡ES dx 0 [Es 

0 | х? т a > (0 [5 0 Ip 


(m) [s x? dx 
m - 68 +4х +5) 


e IE 2 +1)? 


x—1 
e [as 


dx 
9 | FA 


x? dx 
(a) КЕ у +4? 


9 Es x42 
x(x? тате 


+1 
e [5 + х + 1)? dx 


dx 
e) In Tte 


40.7 Mostre que р(х) = X + bx + c é irredutível se, e somente se, c – (b'/4) > 0. [Sugestáo: Um polinômio quadrático é 
irredutível se, e somente se, não admite fator linear; ou seja, (pelo Teorema 7.2) se, e somente se, não admite raiz 


real.] 
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40.8 (a) Calcule a área da região no primeiro quadrante sob a curva y = (0° +27) e à esquerda da reta x = 3. 
(b) Calcule o volume do sólido gerado pela revolução da região do item (a) em torno do eixo y. 


dx (Sugestão: Ver Problema 40.4.] 


40.9 Calcule 1: 


— sen x 


cos x dx 


40.10 Calcule [| . (a) Use o método do problema 40.4. (b) Use a fórmula rápida II. (c) Verifique que suas respostas 


sen x — 
são equivalentes. 


40.11 Calcule as seguintes integrais envolvendo potências não-inteiras: 


dx à) | 4х © | 4х @ [| dx 
Yx —x 14+Yx-1 xy 1 + 3х Ух + x 


х?% dx 


ах 
© [= 0) f Tds (0 p 


[Sugestões: No item (a), faça x = Z5 no item (b) façax-1= ё; no item (c) façax= zj 


(a) 


Tm a gie e 
d 


Apéndice A 


тм жү тч 


€ Ld г . Ld Li 
pl Fórmulas Trigonométricas 
e 
e 
€ 
€ 
€ 
€ cos? Ө + sen? 8 = 1 exe SEX A 
€ cos (0 + 2л) = cos 0 d Cos xXx cotgx 
€ sen (0 + 27) = sen 0 rox = EX _ 1 
Р cos (— 8) = cos 0 Cog = nx tg x 
li sen (—@) = —sen 0 
sec x = 
x cos (и + v) = cos u cos v — sen и sen v cos x 
C cos (и — v) = cos и cos v + sen u sen v au 
€ sen (и + v) = sen u cos v + cos и sen v sen х 
6 sen (и — 0) = sen u cos v — cos и sen р tg (—x)= —tgx 
© sen 20 = 2 sen 0 cos 0 tg (x + т) = tgx 
© cos 28 = cos? 0 — sen? @ 1 + tg? х = sec? х 
di = 2 cos? ĝ — 1 = 1 — 2 sen? 0 1 + cotg? x = csc? x 
e Б 
d 0 1-cos0 tgu +121 
- 2-ш— t = Soo 
e cos 3 2 g (u +) Ea 
0 1—соѕ 6 tgu +tgv 
2--———— —p)z————R—— 
en 2 2 te(u 1) 1+ tgu tgv 


cos E — j- sen 0; sen (т — 0) = sen 6; sen (0 + 7) = —sen 0 


sz- o) = cos 0; cos (x — 0) = —cos 9; cos (0 + n) = —cos 0 


Lei dos co-senos: c? = a? + b? — 2ab cos 0 


: sen A senB senC 
Lei dos senos: — = — = —— 
a b с 


р mS EA (ТУ ms рту PS т PS m A 


| 


Apêndice B 


ах =1п |x| - C 


Im 


sn, 
* 
a 
ч 
li 
зү 
Es 
pa 
+ 
a 
m 
+ 
Ж 
} 
pa 
© 


а = = зеп С [а>0] 

a? — х 

dx 1 А 
———=-sec!-+C [а> 0] 
xx -a а 
e 4х = е* +С 


а* 
a й +С [a > 0] 
xe dx = e (x — 1)+ С 
Inxdx=xInx-x+C 
sen x dx = —cos x + C 


cos x dx = sen x + C 


tL. t AAA — AA —— — 


— UA — — — m SS 


Fórmulas Básicas de Integração 


х dx = In |sec x| + С 

sec x dx = ln |sec x + tg x| + C 
otg x dx = 1п |sen x| + C 

esc x dx = 1а |csc x — cotg x| + C 
sec? x dx = tgx + C 

csc? x dx = —cotgx + C 


sec x tgx dx = sec x + C 


csc x cotgx dx = — csc x + C 
x sen2x 
sen? x dx => — 
2 
sen 2x 


cos? x dx = 5 + +C 


4 


tg?x dx =tgx — x + C 


ar^ ОР ЕА 


fh om rh a бы чч m mS nmm m A 


ЭС. 


i 


PM o 


e 


rum 


fm m fmm om РУ 


hmi md uei „ы 4 


AS, 
Di 


| 
| 


Apêndice С 


Fórmulas Geométricas 


(A = área, С = circunferência, V = volume, S = área da superfície lateral) 


Triângulo Trapezóide Paralelogramo Círculo 
b 
x 

b b b 

1 1 
4= 5% 4=5 (bi + bah A=bh А = д? 

C = 21 
Esfera Cilindro Cone 


S = 4тт? S = 2arh S = nrs = nar f? + h? 


Apêndice D 


Funções Trigonométricas 


Nn рту em 
Lara 


"s 


Apéndice E 


E 
€ 
€ . LI 
c Logaritmos Naturais 
€ 
€; 
€ inn 
e 1,5041 
€ —2,3026 ‚5261 
€ — 1,6094 ,5416 
~ — 1,2040 1,5686 
6 —09163 5892 
€ —0,6931 ‚6094 
" —0,5108 ‚6292. 
€ —0,3567 ,6487 
€ -02231 ‚6671 
“ —0,1054 1,6864 
e 0,0000 7047 
2 0,0953 1,7228 
0,1823 1,7405 
0,2624 1,7579 
0,3365 1,7750 
0,4055 7918 
0,4700 1,8083 
С 0,5306 8245 
2 0,5878 8405 
e 0,6419 8563 
e 0,6931 8718 
: 0,7419 8871 
ы 0,7885 9021 
é 0,8329 9169 
0,8755 19315 
e 0,9163 1,9459 
e 0,9555 1,9601 
A 0,9933 19741 
e 1,0296 1,9879 
e 1,0647 2,0015 
1,0986 2,0149 
1,1314 2,0281 
e 11632 20142 
ч 1,1939 2,0541 
© 12238 2,0669 
12528 2,0794 


e 


1,2809 2,0919 
1,3083 2,1041 
1,3350 2,1163 
1,3610 2,1282 


1,3863 2,1401 
14110 2,1518 
1,4351 2,1633 
1,4586 2,1748 
1,4816 2,1861 


corras 


| 
| 
| 


Apêndice F 


Funções Exponenciais 


e 


0000 
1,0513 
1,1052 
1,1618 
2214 


2840 
3499 
4191 
4918 
5683 


1,6487 
1,7333 
1,8221 
1,9155 
2,0138 


2,1170 
2,2255 
2,3396 
2,4596 
2,5857 


2,7183 
3,0042 
3,3201 
3,6693 
4,0552 


4,4817 
4,9530 
54739 
6,0496 
6,6859 


7,3891 
8,1662 
9,0250 
99742 
11,023 


1,0000 
0,9512 
0,9048 
0,8607 
0,8187 


0,7788 
0,7408 
0,7047 
0,6703 
0,6376 


0,6065 
0,5769 
0,5488 
0,5220 
0,4966 


0,4724 
0,4493 
0,4274 
0,4066 
0,3867 


0,3679 
0,3329 
0,3012 
0,2725 
0,2466 


0,2231 
0,2019 
0,1827 
0,1653 
0,1496 


0,1353 
0,1225 
0,1108 
0,1003 
0,0907 


12,182 
13,464 
14,880 
16,445 
18,174 


20,086 
22,198 
24,533 
27,113 
29,964 


33,115 
36,598 
40,447 
44,701 
49,402 


54,598 
60,340 
66,686 
73,700 
81,451 


90,017 

99,484 
109,95 
121,51 
13429 


148,41 

403,43 
1096,6 
2981,0 
8103,1 


22026 


ша ш за шш HA 


) ^N 


S 


CDU Sm OA 


BBDO MO 


AMME em тм ту m 


We Мы 


ELLLLTITITYITIT. 


Hespostas dos 
Problemas Complementares 


Capítulo 1 
19 (а)и<0;(Ь)х > 3;(с)х <3. 
110 Use(/3:(a) x=3 ou x = —ł4; (b) х= ой x  $. 
111 (0) 0<х< 2; (6) -3«xx —{;(с)х< -6oux» —2;(d)x&10oux > 4; 
()2xxx4ou -4Axxx-2;(f)-8«x« —4. 
112 ()x» —5; (b) -13«x« -3()x« —} ou x > (d -1«x«3;,() -1<x<1;(f)1<x<i. 
1.13 (a) x > Oou x «2; (b)—4 < x < 1; (с) х «1oux» 5; (d)-8 < x < l; (е) -1 <x < 4; (f-1«x«0oux» 1; (gx «-7 


1.14 


1.15 


1.16 


147 


1.19 


139 


ou -} <x <3. 


Ibi. 


a a 
z7]? = 


(a) Usando (1.5). (b) De acordo com (1.5) e (a), | а® | = Ja?a| = |a?|ja| = |a} l]a] = |а |$. 


(c) [а"| = |а|" para todos os inteiros positivos n. 

Use (1.3): (а) x = 5 ou х=$;@ф) x=} ой x= ;(0)x=8. 
disco 

Sim: (a^? = at ea >0. 


Não: Ja implica em [a|«|b|, mas a«b não vale quando, por exemplo, a = | eb = -2. 
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121 
-1 0 1 2 3 4 
—— — —e—9-9—— —9—9—9——9——9— 
B DO toc A 


122 (а) b = 10; (b) b = -5; (c) b = -5. 


Capítulo 2 
2.4 A(0,4), BQ,2), C(4,0), D(-3,1), Е(0,-4), F(2,-3). 
2.6 (a)5; (b) 5; (c) 2; (d) 8. 
2.7 Área (triângulo retângulo) = АСЯ В) = 1(5(10) = 25 
28 (3,4). 
2.9 (-1,) e (3,0). 
2.10 (0,2), (6,2), (4,4). 


2.11 (2,y) para algum número real y. 


2.12 (a) 34; (b) 3/2; (д) у 


4 
2.13 (a) Apenas isósceles; (b) apenas triângulo retângulo, área = 10; (с) triângulo retângulo isósceles, área = 17. 
244 k=5 


2.15 (a) Não; (b) sim. 


216 (a) (4,2): (b) G 2: © Е +2 2); 


Ez 


217 (5,8). 


Capítulo 3 

39 VerFig.A-l. 
3.10 Ver Fig. А-2. 
3.11 Ver Fig. A-3. 


3.12 Ver Fig. А-4. 


3.13 x° = 4ру (parábola). 


344 (a) (х – 42 + (у – 3} = 1; b) (x + 0? + (1-59 = 2; (с) x? + (у — 2? = 16 (d) x — 3? + (y — 3 = 18; 
()& - AP 9 +1 = 2: ) - 1? +(у — 2 = 5. 


31 


. 


(a) Círculo [centro (6,-10), raio 11]; (Б) círculo [centro (0,-15), raio 14]; (c) conjunto vazio; (d) círculo [centro (4, 0), raio]; 
(e) ponto (-1,1); (f) círculo [centro (-3,-2), raio 7]. 
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Fig. А-2 
Fig. А-3 (1 de2) 
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Fig.A-3 (2de2) 
3.16 (b 4F < D? + E?. 


3.17. (a) (x — 3} + (у + 2)? = 100; (b) (x — 4}? + y? = 26. 


Fig. A-4 


+) 
1 
i 
] 
\ 
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\ 
М rea 
= 
EM 
\ 
\ 
\ 
\ 
4 
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= w 
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49 


4.10 


4.11 
4.12 


4.13 


4.14 


4.15 


4.16 


417 


4.18 
4.22 
4.23 
4.24 
4.26 


4.27 


4.28 


060000000000000 


318 k=2e k=-—¿ 

319 (x 1 + (у 3? =9, (x – 7) + (y — 39 = 9, (x - 1? + (у — 9? = 9, (х — 7) + (y — 9)? = 9. 
Capítulo 4 

48 (a) y -5=Hx-2)0u y -4- х +1); (Dy s dxouy-Az4(x-l; (c) y + 1 = -(x-7)00y-7 2 -(x + 1). 


(а) у= ix $; b) y =2х-1;(с) y = —$х + 2; (d) y 24 (e) y = 5x- 1; (f) y = 3x 16; (8) у= —4х + 4; 
h) y =0 (0 у= -3x +7 0 у= 4х; (0y=3:() y=x 


(а) т = 5,Ь = 4, (1,9); (b) m = 3, b = -2, (4,5); (с) m = —4, b = 2, (1,-2); (d) m = 0, b = 2, (1,2); (e) m = —$, b = 4, 
b = 4, (3,0). 

k=9. 

Não. 

(a) Sim; (c) em todos os casos; (d) k = — 1. 


(a) Paralelas; (b) nenhum dos casos; (c) paralelas; (d) perpendiculares; (e) nenhum dos casos. 


(a) y =x + 32; (b) —40°. 
(a) 10; (b) -15; (c) —$; (d) 4$. 


(у= —hx + f y = —4х + 32; (0) y = ix - . 
(12,9) náo está sobre a reta; (6,3) está sobre a reta. 

4х + 3y-9>0€ex> 1; ver Fig. А-5. 

x < 200/3. 

Ver Fig. А-6. 


(a) Todas as retas não verticais que passam pelo ponto (0,2); (b) todas as retas com coeficiente angular 3. 


(a) Retas horizontais; (b) (i) 2; (ii) 4; (iii) 4; (iv) 3; (v) nenhum. 


(dy=-Ix+3(b)y=-x+9;()y=|x+ . 


E 


3 2 10 
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Ay 
N, 
N, 
N 
"NC 1 
SIS 
ve 1 N 
E 
^ 
7 | М, 
Y du 
P4 N 
(a) 


(b) 
Fig. A-6 


Fig. А-7 (1 de2) 
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Fig.A-7 (2de2) 


Capítulo 5 
5.4 (а) (2,0); (b) (0,2); (с) (7,1) e (2,6); (d) (1,2) e (3,18); (е) (0,0) e (1,1) 


143 1 3 
A B 3e B —/3; (9) 6 Y) e (> - 2) (0 (4,0) (1-4); 
(2 E YB, 5 л) е (- 5 JB, — É УЗ); (j) conjunto vazio. Ver Fig. А-7. 


5.6 DE \3 23,58. 57 х= 50. 


99 д 
5.8 Centro ES). raio 710. 
4 
59 x=0e y=- 35 5.10 (33/2, 34). 


Capítulo 6 


6.6 (a) eixo y; (b) origem; (c) eixo x, eixo y, origem: (d) eixo x, eixo y, origem; (e) eixo x; (f) nenhum; (g) origem; (h) nenhum; 
(i) eixo y; (j) eixo у; (А) origem: (1) nenhum. 


67 (а) x? + ху + y! 21; (b) у? + xy! — x? = 8; (с) x? + 12x — Зу = 1; (d) y =-3x+1; (e) nenhuma mudança. 


Capítulo 7 


7.8 (Seja R o conjunto dos números reais. Em cada resposta o primeiro conjunto é o domínio, o segundo conjunto é a ima- 
gem. Os gráficos são esboçados na Fig. A-8.) (a) R, (— oo, 4]; (b) [0, co), (— co, 0]; (c) [—2, 2], imagem de H é [0,2], 
imagem de Fé [2,0]; (d) (— со, —2] u [2, oo) (união ou “soma” dos dois intervalos), [0, оо); (e) R, [0, оо); ( R, o 
conjunto de todos os inteiros; (g) R, o conjunto de todos os inteiros; (ћ) R-{0} (o conjunto de todos os números reais ex- 
ceto 0), R-(0); (i) R-(1), R-(0); Q) R, R; (k) R, В; (1) R, [2, оо); (т) {1,2,4}, (-1,3); (л) R-(-2), R-(-4); (0) R, 
(— 00,2] о {4}; Ф) R-(0], (-1,1); (4) В, (2, co); (7) R, В; (s) R, (0,1); (DR, R. 


740 (c)e(d). 


‚ 2 -1 
7.11 (ау) = E domínio é R- (0); (b) f(x) = Ly domínio é R-(-1]; (c) Дх) = x, domínio é R. 


352 


INTRODUCÁO AO CÁLCULO. 


Fig. А-8 
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745 


719 


7.20 
72 


ч“ 


7.24 


(a) Domínio é R-(2,3), imagem é (0, 00) о (—00, —4]; (b) (—1, 1), (1, оо); (с) (—1, 00), (0, 2]; (4) [0,4), [-1,2]; 
(e) В, [0, со). 

(a) k = -8; (b) f não é definida quando x = 0, mas g é. 

Entre as infinitas possíveis respostas corretas, alguns са são: (а) Дх) = 2x para 0 < x < 1; 

Ф) Да) =5к-1 para 0< x < оло | MON (00) = (x — 1}? + Lparax« loul <x< 2. 

(a) eixo y; (b) nenhum; (c) eixo y para ambos; (d) eixo y; (e) nenhum; (f) nenhum; (g) nenhum; (^) origem; (i) nenhum; 
Q) origem; (k) origem; (1) nenhum; (m) nenhum; (n) nenhum; (о) nenhum, (p) origem; (q) nenhum; (r) nenhum; (s) ne- 
nhum; (1) origem. 


(a) Par; (b) nenhum; (c) ambas são pares; (d) par; (e) nenhum; (f) nenhum; (g) nenhum: (A) ímpar; (i) nenhum; (j) ímpar; 
(k) ímpar; (2) nenhum; (т) nenhum; (л) nenhum; (0) nenhum, (p) й ímpar; (q) nenhum; (r) nenhum; (s) nenhum; (7) ímpar. 


(a) Não; (b) sim; (c) k = 0; (d) k = 2; (e) sim; Дх) = 0 para todo x. 


h|— 
(a) 2x h-2; (b) 1; (0) 3x2 + 3hx + В; (d) BT ! РК 


1 1 
anae EAE | Am 


(а) 1, —,3, —3; (b) -2, 4, —4;(с)2, —2, 3; (d) 2; (9) 2, 3, 45 (f) -2 1 + 2,1 — 4/2; 
(94, 2, /2 


Uma, duas (uma delas é repetida) ou três. 


(a)k=3;(b)k=-2. 7.229 e -12. 723 (iii) 


(a) (— œ, 3); (b) П, 00); (c) (— о, $7; (4) (9), оо); (e) 02, 3); (1) 1—3, 2); (9) (73. 1); 09 [75,3]; 
00,30) 1/6, ./61; (9 (71, 3). 


725 (a)x «-2oux» 1; (b) -2« x «0oux > l. 
Capítulo 8 
85 (a) 7: (b) 4; (с) 4; (d) 1; ED 36; (8) 12; (h) sem limite; (i) 7; G) 20; (k) 37; (1) -8; (m) vA (п) 4; (0) à. 
8.6 (a) lira (6x + 3h) = 6x; (b) lim ON Ed: lim 727; 
(4) lim (3х2 + 3xh + h?) = 3х2; ( (à lim Tm AULAE () lim (10x + 55 — 2) = 10x — 2. 
8.9 (d). 
8.10 


8.12 


(а) її (è +x? +x+1)=4. 811 (a) 
x 


(a) 0; (5) ds; (c) 2; (9) sem limite. 


Capítulo 9 


9.6 


(a) +90; (6) — co; (c) +00; (d) — со; (e) — eo, (f) + 
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97 (a) 12е11; (6) 1е-1; (d —00;() +оо e —o0; () el: (f) — юе +00; (8)0€0; (h)? ei) +оое-оо; 
() O e 0; (k) 4 e 4; (1) +00 e — co; (m) O e não definido (denominador não definido quando x! < — 5); (п) 0 e 0; (0) 
2e2; (р) +00 e —00;(q) —4;0) +00; 


9.8 (a) Sem assíntotas; (b) assíntota vertical: x = — 2; assíntota horizontal: y = 3 (pela esquerda e pela direita); (c) assín- 


totas verticais: x = —3, x = 2; assíntota horizontal: y = O (pela esquerda e pela direita); (d) assíntotas verticais: X = —$, 
x = 1; assíntota horizontal: у = 0 (pela esquerda e pela direita); (e) assíntota vertical: x = —2; assíntota horizontal: y = 0 
(pela esquerda e pela direita); (f) assíntotas verticais: x = -4, x = 2; assíntotas horizontais: у = 1 (pela direita) c y = —1 (pe- 
la esquerda); (е) assíntotas horizontais: у = 2 (pela direita) e y = -2 (pela esquerda); (Л) assíntota horizontal: у = O (pela 
direita); (i) assíntota horizontal: y = O (pela direita). 


9.9 (c). 


9.11 (a) Assíntota vertical: x = 2; assíntota horizontal: y = — 3; (b) assíntota vertical: x = $; assíntotas horizontais: y = –1 


(pela direita) e y = 1 (pela esquerda); (c) assíntotas horizontais: y = —1 (pela direita) e y = 1 (pela esquerda); (d) assínto- 
ta horizontal: y = O (pela direita); (e) assíntota horizontal: y = 2. 


Capítulo 10 
10.6 (a) Contínua em todos os pontos; (P) contínua para x O; (c) contínua em todos os pontos; (d) contínua para x * — 2; 
(e) contínua em todos os pontos; (f) contínua, exceto em x = 1 ex = 2. 


10.7 (a) Contínua à direita mas não à esquerda de x = 0; (b) descontínua tanto pela esquerda quanto pela direita em qual- 
quer inteiro não negativo x; (c) sem pontos de descontinuidade; (d) contínua pela esquerda mas não pela direita de x = 
-3exz2. 


lsex>0 


0 se-2Sx<-1 
| sex<0 


10.8 ()f()=41 se-1<x<1; (b) gx) = [x]: (с) Их) = 
0 зе 1<х<2 


10.9 (a) Sim; (b)-(d) não; (e) Problema 10.3 - não, Problema 10.4 - não. 


10.10 (a)x=4,x=-1; (b) lim f(x) nàoexiste, lim f(x) = —3; (c) x = 4 (assíntota vertical); y = O (assíntota horizontal). 


x4 E += E 
10.11 (a)x=0;(b)x = 0 (assíntota vertical), sem assíntota horizontal. 
10.12 (a) Não; (b) não; (c) sim; (d) não. 
10.13 c=8. 
10.14 (a) Sim; (b) sim; (c) não. 


1015 (5)4. 


10.16 Descontínua para todo x. 


Capítulo 11 


11.6 (a)(i) coeficiente angular = 4x + 1; (ii) y = 2x — 4; (iii) ver Fig. A-9(a); (b) (i) coeficiente angular = х2; (ii) y = 4x — 32, 


(iii) ver Fig. A-9(b); (с) (i) coeficiente angular = 2x ~ 2; (ii) у = —1; (iii) ver Fig. A-9(c); (a) (i) coeficiente angular = 8x; 
(ii) y = 4x + 2; (iii) ver Fig. A-9(d). 


117 (3,9). 


тч E 
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1110 (3,5)е (- > 3). 1112 (6, 36) e(-2,4). 1113 y= i xl 


Capítulo 12 


2 
12,6 (a)2; (b) ix — 7; (c) 6x + 3; (4) 4º; O ce cg (9) — EIE 


127 (a) 9x? — 8х + 5; (b) — 40x* + 3,/3 x? + dx; (c) 39х12 — 50x? + 20x; (d) 102x50 + 36x!! — 28x + Y. 


128 (а) 21x% — x*; (b) 6x — 5; (c) 2x2 + 5; (d) 2115 — 24t; (e) 52x! — 3x2. 
12.9 (a) y =-7x + 1; (b) y = 66x—153; (c) y = 3. 


12.10 (у= Mr e2ey--Mie20)yo rete ya Dr O 


7 
1211 y=-x+l. 

1242 (2,2) 

1213 (а) 0,05), „3 = 405; (b) 0,58), y = 2. 


12.14 f'(x) = 8х [(iii) nos dá f (u) = ku; logo, escolha и = y = 1 em (iii). 
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16 17 
1215 (jx-5(9(,—4. 1216 с=т. 1047 b=5. 


12.18 (a) 4x -2; (b) f *(x) = 2f (09). 


11 1105 
12.19 (a) -1,3,-3; (b) y = -4x - 12; (c) (2,-15), (2,5) ou . 


PED 
7 1 521 5 16384 
12.20 юз eo (5,22) (5,1929) 


12.22 (a) Sim; (Б) sim; (с) não; (d) não. 


1 
1223 (a) э, (bnão. 1224 


1 
AAA 


Capítulo 13 


13.6 (a) (x19? + 2x59 — 3)(56х7 + 20) + (7x9 + 20x + 5)(100х°° + 100x*?); 


(х + 90) — (х2 — 3) х? +8х+3. 


(b) 


(x + 4)? + 
Оаза o E э руси ce 
+ 3 (Pam : 
15 2 12 3 12 
( = 58:00 e I di 
1 3 5 7 1 
131 ез суш шлш! aa сс. 
(а) у pr 145714 138 i 


13.9 Em todos os pontos, exceto x = 3. 
1310 (bEmx=0ex=4. 
1311 ()x20;(bxz2;()x2 1." 
13.12 -8. 


Capítulo 14 


129 1 
14.7 (a) máximo = 13 (em x = 22), mínimo = -7 (em x = 3); (b) máximo = -1 (em x = -1), mínimo = — — (en: -— j 


8 3 
Ls е 31 1 : Ves 
(c) máximo = 3 (em x = 1), mínimo = -7 emx=— 3 ; (d) máximo = 1 (em x = 0), mínimo = -11 (em x = -1); (e) 
e А 1 : 1 А 
máximo = 99 (em x = 4), mínimo = -9 (em = 2); (f) máximo = — 5 (em x = -3), mínimo = — 1 (em x = —4); (g) má- 
; 5 кыл 3 : 1 rs a А 
ximo = 1 (em x = 4), mínimo = 1 (em x = 2); (й) máximo = 3 (em x = 1), mínimo = -1 (em x = -1); (i) máximo = 


14 (ema = 2), inínimo = — > zs 
3 m X = 2), minimo = 21 emx= 3) 


14.8, 75 metros no sentido leste-oeste e 50 metros no sentido norte-sul. 


14.9 60 metros paralelo ao riacho, 30 metros perpendicular ao riacho. 


14.10 50 milhas por hora. 


RESPOSTAS DOS PROBLEMAS COMPLEMENTARES 357 


{ 1411 $200. 
C 
Ў 14.12 x = 350 a $65 por rádio. 
C. 14.13 (a) Lado da base = 5 cm, altura = 5 cm; (Р) lado da base = 5/2 em, altura = DAZ) cm. 
і 14.14 Comprimento = 105 m, largura (paralela à divisa) = 60 m. 
; 14.15 175. 
€ 14.16 (a) x = 50, y = 50; (b) x = 100, y 200ux = 0, y = 100; (c) x = 50, y = 50. 


14.17 l= 314 metros, w = 628/7 Y 200 metros. 


L 4L 
14.18 (a) Todo o arame para o círculo; (b) 2i para o círculo e a para o quadrado. 


+4 
14.19 O arame todo para o quadrado. 


14.20 1000 aparelhos de televisão 


1421 r=2meh=5m 


2 2 
142 == Мда oun O triángulo equilátero de lado p/3. 


з 8 
25 3 
1424 (а) (e tú А pa) (b) (-5,0). 
e 1425 Dimensão leste-oeste = 80 m, dimensão norte-sul = 48 m. 
t 14.26 (а) 21 < x < 100 metros; (b) 20400 metros quadrados (quando x = 100 metros). 
Ç 14.27 15 toneladas 
é 
E Capítulo 15 
€ 157 (a) (f° 00) = e reo г) = po x5 + 23 — 5, (x? + 2x — 5); (0) 49, 3; (d) x$, x5; (e) x, x; 
e ()x! - 4x? i 
e 
G 158 (a) Todos os x; (b) x = =$; (0) x = $; (d x = 0; (9 x = +/2. 
e 
e 159 (DIC) =" — x! +2, 900 = x'5(0)f6) = 8 — x, (х) = x* (0/0) = 1 + x^ 90) = x; 
e (MÍ) = х2 — 4, д) = x^. i 
e 1540 (а) 4(x? — 2x? 7x — 33x? — 4x + 7); (Ы) 1507 + 3x): (с) —4Qx — 3)755 (d) —18х(3х2 + E 
e " (x2) , 20xx? —2) A- 6x) х? 
h -3 5 2 - 
© (e) (4x? — 3x + 5)°(28х + 80x — 9); (f) BN 340 Qx dy dur iy 0 LEG 
© (2 — 9x3) (21 
-aj&, qp, 2 2 xQ1x — 
n ojo O rip mm mo ar рб +з Uc T 
(f) 679 x acts (9) 16 S LB dia 
É зуе? + WE ENC 


(1 +x? — x?) 


E ду 


é 
€ 
€ 
O 
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з 8 5 
15.12 у= qt 15.13 у= -qx*10 

x42 RL 8 +2) 
шм wueno- (H) а 089-9 - 3. 


15.15 (a) máximo = Jn emx = 1, mínimo = -2/2 em x = -1; (b) máximo = 216 em x = 3, mínimo = -36 em x = 4; 
(c) máximo = 3 em x = -1, mínimo = 1 em x = 1; (d) máximo = $ emx = 8, mínimo = — $ emx= 1; (е) máximo = Y 
em x =-1, mínimo = беп x = 0. 


15.16 Restáa $ milhas de A. 


1517 H'(x)=0. 1518 x^ 1519 3x*G(x?) 


15.20 Todos os números reais exceto Ое 1. 
15.21 f(x) = f'(x (a derivada é uma função par). 
15.22 12. 


15.23 (a) Domínio [— 4, 00), imagem [0, оо); (b) y = ёх + %?; (с) ( 2). 
15.24 Base = Y”, altura = Jan. 
Ed 16 


164 arc ; (b) (2,4), (2,4); (с) (4,2), (4,2). 


16.5 PERIE +21. 
2y 


x. 8x? — 3x%y - 2 ACE y | Do. 
166 (a) — P з B c0 Mega oce 
3x? x -y x(x — y? + y 
oo Pg - 505 e 
.2 BB DU NERONE a RT 
167 ()y=;x+5 TP A rie dr A A 7 
11 1 
Dis 52 GM) —5х+4. 
8 45. 917 4 2 
168 yt Oya moy Ex iy dr 169 =, 
Capítulo 17 


i 3 2 
1710 (2)f'(1) 20; orf) = ЕЗ =0; өл: + x. O; (e) fnão é contínua emx = 1; ore ) =0; 


(8) f (I) = 0; (А) f nio € diferenciável em x = 1. 


т @1<е<&(фе=5@е=(де=4-5;@ёс= +У?;(де=4-2/5 


| 
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17.12 A função é crescente na primeira região indicada e decrescente na segunda: (a) em todo o domínio, em nenhuma região; 
(b) em nenhuma região, em todo o domínio; (с) x > 2, x < 2; (d) x < -2, x > —2;(е)—-1<х<0,0<х<1;(ф-3<х<0, 
0<х<3;()х<1оих>5,1<х<5;(А)х<—1ойх>1,—1<х<0ои0<х<1;(фх<-2оих>2,-2<х<2. 


43 34 
1745 (d. 1718 uim зЗ 


33 9 
17.20 (а) Os pontos (1,1), C 8 1) e Ea 1) (b) 0, 2 (raiz dupla); (c) [0,3]. 


3 27 
1724 62) 1725 (b)08. 
17.26 (a) Crescente em (-1,3; 0,17) e (1,13; + оо); (Р) crescente em (— оо; 0,333) e (1, + о). 


Capítulo 18 
184 (a)sy—s= 16; (b) (i) 0,25; (ii) 1; (iii) 2; (iv) 2,5. 
18.5 4segundos depois. 
18.6 108,8 milhas por hora. 
18.7 (a) 112 pés, 192 pés; (b) 4 segundos; (с) 256 pés; (d) 8 segundos; (е) 128 pés/segundo = vo. 
18.8 (a) 5 segundos; (b) 176 pés/segundo; (c) 3 segundos; (d) 1,5 segundos. 
18.9 (a) Sempre se move para a direita; (b) 3 milhas. 
18.10 (a)t» 4; (D) t « 4; (C) = 4; (d) nunca; (е) 27 unidades. 
18.11 (а) г < $ horaet »1hora; (b) 4 < t < 1 hora; (c) t = 3 horae = 1 hora; (d) 0,75 milhas por hora. 
18.12 13 unidades. 
18.13 320 pés/segundo 
18.14 (a)t=0et=5;(b) = 2,5; (c) não. 
18.15 (а) 5 segundos; (Р) 122,5 metros. 
18.16 (а) 196 pés; (b) 112 pés/segundo. 


Capítulo 19 
19.4 $30 por aparelho 
19.5 $7 por unidade. 
19.6 24 pés quadrados por pé. 
19.7 40 km/segundo (em г = 1000 segundos) 
19.8 (a) 18 galões pór segundo (isto é, С' = 18); (b) 54 galões por segundo (isto é, AG/At = —54). 
19.9 (a)9; () 6. 
19.10 у= 2. 


Capítulo 20 
20.5 24/7 pés por minuto. 


20.6 3,14/п = 1 pé por minuto; 


360 Introdução Ao CÁLCULO 


20.7 8 pés por segundo. 
20.8 64 pés por segundo. 


20.9 12/n = 3,82 milímetros por segundo. 
20.10 4/1 = 1,27 polegadas por segundo. 


20.11 4007 = 1256 metros quadrados por minuto. 


20.12 (a) 10 milímetros; (b) crescente em 6/5 A 2,69 milímetros por segundo. 


20.13 36 unidades/segundo. 


20.14 Decrescente em 3 unidades por segundo. 
20.15 30 milímetros quadrados por segundo. 
20.16 r= Ит. 

20.17 Crescente em6 unidades por segundo. 


20.18 500 quilômetros por hora. 


20.19 4/2 z 5,64 milhas por hora. 


16 (= 
20.20 


Z=|—]=0, inuto. 
25075 ) 64 metros por minuto. 


20.21 (—1, —3) 
20.22 5 pés/segundo. 
20.23 6 pés por segundo. 


45 
2024 Г pés por segundo. 


20.25 0 milhas por hora. 


20.26 12 unidades por segundo. 


Capítulo 21 
50 53 373 12,35 159 4285. | 
216 (0) 7 & 1.429; b) 7 8,8333; (0) 778 4,9733;(4) O à 4,1167; (е) zg ~ 0,4969; (f) с ж 0,6771; 
193 323 647 
(9) 1; ~ 04021; 09 o ~ 8,9122; (9) c л 5.9907. 


21.7 0,994 centímetros cúbicos. 


19207 


7 * 78,3 galões 


218 


21.9 (a) 5л = 15,7 centímetros cúbicos; (b) 5,1m = 16,0 centímetros cúbicos. 


21.10 9%. 
za d milhas = 210 pé 
. En Ш R pés. 


21.12 (a) 6; (b) 6. 


| 
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Ha ше 


EA бт м өт, бз тү A р A ктү этү з = уч e 


21.13 
21.15 


máximo (1,8725, 1,8475) = 1,8725 pés quadrados. 
(a) 1,189207115; (b) 1,587401052; (c) 1,872171231; (d) 1,817120593. 


21.17 (a) 1,324717957; (b) 0,6823278038; (c) + 1,306562965 e + 0,5411961001; (d) 1,179509025; (e) -0,8793852416, 
1,347296355 e 2,532088886; (f) -1,671699882; (g) 1,618033989, —1,6180339888 e -1. 
21.18 1,867460025 
21.19 1,090942496 
Capítulo 22 
2 1 1 2 2 
225 (а) – =; (b) 6rx; (о) -= œ + 5) 9 = — —————;(4) -c(x—1) 9 = ===: 
x HOP "We ER Ay/x — 18 
4 5 
(e) I Q - xo + 1) 75; (f) 4 — 36x* — 6x — 3); (9) aca "m 
4 (1- х) 
1 1 2х 2 
22.6 -5i b) ld ma. 
() - 3:0 50-50 a 
227 (Qe (by = > x^*^; (с) (a). 
228 (a) y = 16x? — 4x, у” = 48x? — 4, у" = 96x, у'® = 96, y = 0 paran > 4; 
(у= 4х -1—x y" = 4+ 275, y" = (DIS, y" = (nb 0*9; 
noT -1/2 TES! -32 „_3 =3/2 AS) — 15 -1/2 
(у= х Y == a o 
_, DONS cn — 3) _„_ 
у") = (cy: (106) - ys enit, 
(4) y = —2(х 175 y” = 4x — 1) 5, у" = —12(х — 175... y" = (- 20x — 1) 0*9 
(ду = –(3 43) 3, y” = 20 & x) 3, = —60 x) 5... у = (- 1I + х) 0*9; 
(f) y = -2x 3, y 23: 2x74, y"=-4:3-2x05,..., y = (In Dix 0*2, 
229 (a) a = 2 # 0; (b) —3; (с) 0. 
2 dy. Фу 1 
2210 у= –-. E L—-0—--—- 
y 3 RN dx o, dx? 2 
1 
2212 (a)K= 7 І ==; (b) não. 
2243 (а) HC) = f 9g") + 20900 +S "9909, k0) = fg" + Ig Co + 3f" 6996) +" Ох), 
A) = f(x)gf* + 4f'Gx)g"() + 5099" + 4f" (9g 0) + f Pdo; 
унчо) = Y (y yg), onde ("| = Le fp) = о 
o M : kj Еи EJ! Ў 
9C9f"e9 SO) 90) 
2214 == — 2 — H'(x). 
Vo go) O 
22.15 (a) 5,4 pés por segundo por segundo; (b) 270 pés em = 10 segundos. 
Capítulo 23 
23.4 (а) Cóncavo para cima para todo x. (b) Para cima em x > —5 e para baixo em x < —5; 1(-5,221). (с) Para cima em x < —5 


ou x > -4, para baixo em —5 < x < -4; 1(-4,1021). (d) Para cima em x > 3, para baixo em x < 1; sem pontos de infle- 
хао. (e) Para cima em х < 3, para baixo em x > 3; (3,162). 
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| Q.-5 


I(-/2,28/2) 
) 


(2,-64) 


Kv2, 28/2) 
(e) 


Fig. A-10 


U^ ктү 
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é 
€ 
€ 23.5 (a) 1,5 (mínimo); (b) 0 (máximo), 3 (mínimo), -3 (mínimo); (c) 4 (mínimo), —4 (máximo); (d) 0 (máximo), 2 (mínimo) 
e (e) O (mínimo). 
X 
€ 23.6 Ver Fig. A-10. 
€ 237 (d) 
€ 238 BeE 
€ 239 (а) Um: (b) nenhum; (c) parábola. 
€ 23.10 (f 
M 23.11 -4<k<0 
‹ 23.12 Ver Fig. A-11. 
* 23.13 (a) Todos os x em [-1,2]; (b) todos os x em [-1,2] exceto x = 1 [f^(x) = 2x- | parax > 1 ef'(x) = 1 - 2x para x < 1]; (с) 
1 «x «2ou-1 «x« 1; (d) (х) 22 рагах > | ef"(x) = —2 рагах < 1; (e) côncavo para cima em x > 1, côncavo para 
€ $ baixo em x < 1; (f) ver Fig. А-12. 
€ 2315 k--4 2316 A=C=0D=1,B=-4k=+,/2 
€ І 
i y 
€. 


© 

© 

e y 
c | 
€ 

€ i 

€ A 
€. 

€ 

С 

C (e) 
E n 
C 

€ 

© i 

t x 
6 

€ 

€ (в) 
€ Fig. A-11 

€ 

é 
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23.19 (a) (0, +оо); (b) x = 0, mínimo relativo; (c) côncavo para cima em |x]< NS K +43 1); (d) ver Fig. A-13, assíntota ho- 


rizontal y = 3. 


Fig. A-12 


2320 (aà)-1«x «20u2«x «3; (D) O« x «2oux » 4. 


Capítulo 24 


244 
24.5 


24.6 


247 
24.8 
24.9 
24.10 


24.11 


24.12 


24.3 


24.14 


(a) Não há máximo; (b) 10 metros por 10 metros. 


(0,0). 


È $. 73.9. 


Altura = 7 pés, lado da base = 6 pés. 


Máximo absoluto = -2 (em x = 0), sem mínimo absoluto. 


10 centímetros. 


200 pés norte-sul por 50 pés leste-oeste. 


(a) Ver Fig. A-14; (b) (— 1, 4). 


k h 
ore [E tar 


h = 6 polegadas, r = 3/2 polegadas. 


(a) Máximo absoluto = 


2/3 


* 
И; 


aia 


(em х= 2) mínimo absoluto = 0 (em x = 0); (b) ver Fig. A-15. 


Fig. A-14 
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Fig. A-15 Fig. A-16 
24.15 Altura = 8 metros, lado da base = 4 metros. 
24.16 1500 por dia. 
2417 x=2,y=6. 
24.18 (а) К = -8; (b) ver Fig. A-16; (c) k = 0. 


2449 (1,2), (-4 -3. 


24.22 Mínimo absoluto = 0 em x = 0, sem máximo absoluto. 
Capítulo 25 
л л л 1 4n 
256 ()=:b-;()=:()-;()—. 
(03:0) 5:955: 7:0 5 
25.7 (929. (b) 36; (c) 105; (d) 225; (e) 210. 


25.8 12centímetros. 


eeseesseconnasasesasssaannans 


11 3 3 6,28318 20n 
259 (szw r zO 72:00 5:95 Tir - ; 5hs-. 
2510 4= ге, 25.11 Ver Fig. А-17. 
€ 
€ 45 
é 
é 
€ 
é (а) (b) (©) 
e 
(4) (e) (1) 


Fig. A-17 


3 3 5 
лз (950: 2:0 7:0 EE. 


é 
€ 
€ 
€ 
€ 3 
€. 
€ 
€ 
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Capítulo 26 


267 (a) Lobo Ao OZN- i 


(h) 0,3256 (com precisão de quatro casas decimais); (i) 0,2079 (com precisão de quatro casas decimais). 


вв Loto Pb. 


Sumo Fã 
25$ 9 Loa PE o A 


1 247 
26.10 - == 
0 5 26.11 2 


26.13 (a) е (c) são falsos para 0 = 


Sla 


Capítulo 27 


278 (a) p Ts, А = 1, ver Fig. A-18(a); (b) p -- 3,4 => ver Fig. A-18(b). 


(b) 


Fig. A-18 
1 4n 5 л 
279 (а)р= 6n, J=qA=Ub)p=nf=24=1; (Op="5if=5,4=Si(dp=5,f= +& А =1. 


27.10 (a) nx (para todos os inteiros п); (Р) 21tn (para todos os inteiros n); 95 х + 21 (para todos os inteiros n); (d) kn (pa- 


ra todos os inteiros ímpares X); 97 = E 2nn (para todos os inteiros n); (f) £t + 2nn (para todos os inteiros п); 


3 


Зл 
9 +2m e iu + 21» (para todos os inteiros n); (А) £i z + 2лп (para todos os inteiros n). 


27.11 (a) 12 sen? x cos x; (b) cos x — 2 sen x; (c) x cos x + sen x; (d) 2x(cos 2x — x sen 2x); (e) A 3 


xsenx+2 -2 
(f) SEE qe mo s É 3 (9) S(3 cos x cos 3x — sen 3x sen х); (h) —4 cos 2x sen 2x = —2 sen 4x; 


sen 2x 


Jes A 


(i) —4x sen (2x? — 3); (j) 15 sen? (5x + 4) cos (5x + 4); (k) 


' (D 6(sen? (sen? x)Y(cos (sen? x)) sen x cos x. 
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4 
Mas 


CRB итү бту уму mtm mmm oh m m ^ 


n 


BCs 


0000009000 


AN 


| 


4 


тл? (95:000:005:0)15005:(005:6)0:0) 3:03:00: 1500. 


27.13 A Figura A-19 mostra os gráficos para um período de cada função, exceto no caso da função não-periódica (f). 


y 


Fig. A-19 
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Зп 
4 


6 


£ 5), mínimo = 1 (em 0, t ел); (d) máximo = ; Y (em 5. mínimo = — iso 5) (e) máximo 


5 3/3 
(em л), mínimo = O (nas duas raízes de cos x = D (f) máximo = E * SE ( 


3 


5л m 
em = |, mínimo = 


, 3 . 
(g) máximo = 5 (em x,, onde sen xy = 5 € 7 < Xo < л), mínimo = -5 (em xo + т). 


кюз 


27.15 (b) (i) Amplitude = 5, período = 27; (ii) amplitude = 13, período = m; (iii) amplitude = J6, período = 2л. 


27.16 „з? o) - X3 2717 A=m 2718 у- +22258 2 


; 2 
2/8. 21- Ax /5 
27.19 yon pp nR 27.20 п=4 


27.21 (a) Ver Fig. A-20; (b) sim; (c) não. 


Fig. A-20 


27.22 (а) 1; (b) 0. 


А 1 1 j y cos (xy) 
К =-——=+ у= – 2. 
2723 (ду sny ~ Ax? UE x cos (xy) — 2y 


1 Р 

27.24 (а) — 8 radianos por segundo; (b) 200,/3 quilômetros por hora. 
л 

27.25 (0 = 3:0 6 = 0. 


27.26 (а) máximo = 5 —1 (em 2 mínimo = 0 (em 0). 
27.27 Contínua, mas não diferenciável. 
2728 (a) 2 & 0,349; (b) 0,857. 


27.29 (a) cos x, -sen x, —cos x, sen x; (Б) -sen x. 
27.30. (b) 0,8654740331 
27.31 3,141592523 

, 27.32 1,895494267 


Capítulo 28 


28.8 VerFig А-21. 


5 
em 
al 


27.14 (a) máximo = 27 (em 21), mínimo = 0 (em 0); (b) máximo = 2 (en з), mínimo = —1 (ет 0); (с) máximo = > 
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28.10 


(a) sec? ; ; (b) (sec x) sec x — tg x); (c) — 2 cotg x osc? x; (d) 3 — 4 csc? 4x; (e) 6 sec? 3x tg 3x; 


(f) —3 cotg (3x — 5) esc (3x — 5); (9) — «ив /s «сух ee o cd 


a Cn 


(a) (b) 
Fig. A-21 
= y sec? (ху) _ y0?-1) o, cscxcotgx. m cos x К 
2H Oy = y 1 0*7 y O? 73 DRA 
(dy = 218 (х +y) вес? (x £y — — 20 ytg(x ty 
y= 1-2tg(x+y) sect (х+ у)  1-21+)tg(+y 
28.12 y= (+5 


28.13 


28.14 


28.15 


28.16 


(a) 1; 0) 8: (0) 4. 
Я А. 
320 radianos/hora = $ radianos/segundo a; 5? por segundo. 


tg (a, — а) = 1.5, a, — a, = 56º. 


28.7 tg (x, — 0) = 2, a, — а = 63°. 
28.18 tg (a, — 4) = 3, 4, — a, y 71°. 
4x—m 
28.19 y2————. 
У mir) 
28.20 (a) Máximo relativo em 1/4, mínimo relativo em 31/4, assíntota vertical em 1/2, pontos de inflexão em O e т; (b) máxi- 


2821 


28.22 


mo relativo em 253, mínimo relativo em 7/3, assíntota vertical em 7/2, pontos de inflexão em 0 e m. 


Em todos os intervalos nos quais é definida: (-: 7 3. E 3. etc. 


(a) 1,318116072; (b) 4,493409579; (c) 0,860333589. 
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Capítulo 29 


4 ў 1 
29.7 СО е 
2 x? 2 3/2 _ 2 xi x? 1 ¿Ls = — 9x? : 
ça 395 «Ceux -Dn-6 tuat 0 20) +C; 
6. 
Ds 


(h à A an xU + серй 10x + 15) + С; (i) —3 cos x + 5 sen x + C; 


as xS + = 


() 7 tgx — sec x + C; (K) x? — cotg x + C; (D) 


2 
Rcs qiti E 


29.8 (o) d+ 4 + C; (b) Ax — 1)? + C; (das = = $95 + C; (4) = ies -D+C; 
92874 C; (f) 2sen x + Cil) pls PA Cs q? es +C 
026+ 1j? — Дх + D? С ¿Ha -24 coe- 1)? +C; 
(0 i E (e 1)" — i Gt wr] +C= e + 1х – 3) + суф г 5 +G; 


3/2 
Hax +D aux — 2b) + C; tm) — 


m) += ie C; 


15а? sen 3x 
(0) -20 — R — x) +50 -»] +С=- ag — x? 05x? + 12x + 8) + C; 
(p) > (3x — 5)? + C; (q) — E (4-1 -C;-z 5 sen? + С; (s) — = pE it C. 


29.9 (a) t = 7 segundos; (b) 1024 pés; (c) t = 15 segundos; (d) 256 pés/segundo. 
3 2 


29.10 (oe 304 4:09 =E E аг (о) еш x = O quandor=4,emx = — É quandor=-1:()-1<1<4, 


e 13 13:2 3 
29.11 (Q»-—- Tte Пага (mi quando t = 1, em х= quando t = 3, eem 


x- - E quando r = —4;(dt< —4el<t<3. 


29.12 (a) 160 pés/segundo; (Б) 400 pés. 29.13 (a) 3 segundos; (Б) 99 pés. 29.14 7 unidades. 


3 


2 
29.15 (a) y = Z = 5x — 1;(b)y =6x?+x+1. 2916 12,5 pés. 


29.17 (a) t? — 2t; (b) 0 < t < 2; (c) t = 30005. 
Capítulo 30 


30.4 (a) 24; o; өз 305 A,—4,—4, 306 (020 309 (ат 


30.10 (a) 15; (b) 110; (c) iT 309 15. 3012 (b) (e »y 3013 4-1+2=5 30.14 t 


dm ES orm EA EM 


Hi 


eecccocococ 


е” (Фу т ("М «з т т р т эү р ту ты ү И ктү ү М «ы (тү ELLEN CNE LS ^ уу 
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Capítulo 31 


31.10 


31.11 


31.12 


31.13 


31.14 


31.17 


3120 ( 


3121 


3124 


31.28 


31.30 


3131 


31.32 


31.35 


(a) 24; Foia =. 25. 


o= ; 6) 27; (0; Sos TE ХОН TES 3:09. 


248 56 113226 
(05:05:00) 0 2/2: 92 Q1 - Ln a aea — 2, 
349522 E 
0000 0 gg 6/5 € D: E т. 
(94:05:05:(02. 


(Qe- 4/3. 3145 (57:07. 3116 5. 


Mein 4 


з 
aa, 3118 (а) /5+7x?; (Б) —sen? х; (с) 23x* + 1. 31.19 0. 
a) x / 2439 3-1 ; (Б) f (h03)) - Me); (0) 3,/3х е 2% 


125x? 1 


Ь = 3. 3122 1 320 


(а) 4х; (b) £2. 31225 (0003. 3126 b=4 3127 6 


Todas as três são iguais. 3129 c= 5 


Todos os valores tais que 2º é integrável em [0,2]; estão incluídos todos os valores positivos. 


(x7 BO Osie i 
13 2 е 1 
7 m. 3133 (a) = ;(b)1. 31.34 0,33 ет comparação com 3 


¿0/1 + 1) = 2,004559755 em comparação com 2. 31.36 (a) 0,2525, em comparação com a resposta exata 0,25; 


(b) 0,24875; (c) 0,25. 


Capítulo 32 


327 


32.8 


52 
(a) 3 [Fig A-22(a)]; (b) $ [Fig. A-22(b)]; (c) i [Fig. А-22(с)]. 


1 1 5 
000303002 00000803: m2. 
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AY 


RA 
AY 


(a) e 


Fig. A-22 
329 ( 99: (b) 4/10; (с) э 8016 - 13/13) (89; o 99? a 02/5; oz 7.02 
32.10. (a) 1,478942828; (b) 3,82019779; (c) 125,6806691. 


Capítulo 33 
33.8 BOBOS 07 r oF ae = a°) — паб? — a’); or (6л); 
(h) 27?ba?; ЕЯ Now ; (m) 4n. 
4 э. МЗ в. уй зр EL 
33.9 Qr (pen (©) S Ph: (d) 3 6 de= 6 abc. 


Bla o) Би. 3342 (a) Ver Fig. A-23; (b) 41; 0 


lr 27 
33.10 OO 3311 (a) 


105 


33.13 (a) Ver Fig. A-24; oz. 


DE. PL Еч 13327. è 1537 
5” 2,7 


33.14 (a) Ver Fig. A-25; (b) НО 


ху 
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A Fh (М т PP р mommy 


€ 
© 
€ 
e 


Fig. A-25 


Capítulo 34 


EL ДО) ——;бҗ1+21 Duc №2 
! nsi а x); 90 5 5:00 cotg x 


7 O 


34.10 
(a) == 0+0 


1 1 1 
34.11 К н 
() -5 n [1 — sen 2«| + C; (9) x +21 1x1+33 3 ; + C; (hln |tgx| +C; 
Q- ERE Ugo » TO; las x + С. 


, AG e зт $ 1 x 
= by = — E 
MM ON ER Rd aa \х-2 45 zu 


, yx isnx( x x42 1 
O Gra >) My== Er 


34.14, (a) 121n2; (b) 112-2 №3. 


3415 (a) In 2 + In 5; (b) —In 2; (c) —In 5; (d) 2 In 5; (e) 4 In 2; (f) 4 ln 5; (9) -Q1n2 + In 5; (h) 7 In 2. 


€ 
o 
€ 3 
€ 
€ 
€ 
e 
€ 
e 
e 
€ 
€. 
E 
é 
( 
€ 
€ 
€ 
€ 
€ 
€: 
e 
€ 
€ 
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7 
34.16 y-x-1 3417 In2— M 3418 


3419 2xin2. 3420 Veja Fig A-26. 


[B4 


(4) 
Fig. A-26 


7 
3421 (av -pü- t 4 61n |t] +505+ 12in 3. 


у t y сн 3423 i 


MORES ху), T y3xy 3 - 2) 3 


Tu MM 
ye y! – 1) 


3425 (a) In 3 — In 2; (b) -im Te 


34.26 (a) 0,6937714032; (b) 0,6928353604; (c) 0,6931473747 (até 10 casas decimais, a resposta correta é 
0,6931471806). 


34.27 (a) 0,5671432904; (b) 1,763222834. 


Capítulo 35 


35.11 (95:6) —x; (c) x*; (d) x *^*; (e) x — 1; (f) x — In x; (9) 25503; 


y 


i 
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S 


is 


sonecenssnoececoeceocasenesesnsssanasesassnansacsamnaa 


| 
| 


[94 


«Y 


(7) 


Fig. А-27 


35.12 (a) —e *; (Б) — E ae sen х)е% х; (d) e” sec? ех; o e 26 t In х): пх" 


(л) (In n)a”; (0) 2; (j) e + e™, 


3513 (д, Lx СД) “+ 60; VE «c6 -e + С; (д 


33" * 60022? + C; 


ož сію: зеде ше ++ 052 g* 609 deseo, 


1 2x 2x 2x + ye? 
Я ;(b) 1 > ; 
ДЕТЕ ЕТТЕН ta ao > qi nr 


35.15 (a) (In 3)(соѕ x)3%"*; 092 е2956 (с) (2 In x)xtn ="; (д) п + In (In х) x)^*; 


yf 1 1 2x43 
өз( T 
2\х+1 x42) 2 Ду+х+2 


35.16 oO ; (©) In 2; (4) e°; (e) 2. 


35.17 (a)e— 1; (b) 5 (*-1. 3518 (92; (0) п(е2 +1). 3519 z(e—1) 


35.20 máximo= e (em x =), mínimo= “fem x= EJ 3521 me". 


35.22 (a) y = Q cos x)e*"*, y" = 2е“"Чооз? x — sen x); (b) —2 radiano/segundo. 
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35.23 (а) v = 3е% + 504 gcc 1. 

3524 у=2х+2. 35.25 Ver Fig. А-27. 

35.26 Ма Fig. 35-1(а) e na Fig. A-27(d), multiplique a escala horizontal por 1Лп 2. 
35.29 máximo= e^! (em x = е), mínimo = 0 (em x = 1). 


35.30 (c) 2,718145927. (A aproximação correta até 10 algarismos significativos é 2,718281828.) 


e 


35.35 (b) Aproximadamente 11,55 anos; (c) após 1 ano, 1 real dá: (1) 1,05 reais quando capitalizados uma vez por ano; 
(ii) aproximadamente 1,05116 reais quando capitalizado mensalmente; (iii) aproximadamente 1,0512 reais quan- 
do capitalizado continuamente. 


35.32 (95:0) (e 1) – а oj -5) 3533 e-1. 


35.36 (a) 0,5671432904; (b) 1,309799586. 35.37 0,8556260464. 


Capítulo 36 


36.9 (a) +00;(b) 1; (с) 0; (2) 0; (e) — 15 (7) +оо; (9) 15 (h) 2; (3) 15 O) 15 (X) In 3 — In 2; () +00; (т) 0; (n) 1; 
(0) 0; (р) е?; (4) + о; (т) 0; (5) 1/л; (0) #; (ш) 3; (0) 4; (v) 3. 


36.10 Ver Fig. A-28. 36.11 8 vezes. 


In 10 
36.12 1690 X = 1690(3,32) = 5611 anos. 3613 6702272 y 0,7 gramas. 


_ 2 ES 0,6931 
ln 10—3 In 2 2,3026 — 2,0793 


36.14 T a 3,1 anos. 36.15 69,31 dias. 


36.17 72900. 36.18 288bilhóes. 36.19 (a) 800; (b E a 541. 


Capítulo 37 


2 
A es 


amo Aa mp t2 
A - 0/7022. 


5 
A 2:0) Tooo 


IQ.2e7) 


(a) 
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м уч у mm rms 


(a) 


(e) Onda senoidal amortecida 


Fig. A-28 
3744 (a) we - A, geo go A, е # oi св 57, 
(b) cos 0 = VE РЕ E Р: sec ө „МЗ, csc Ө = —4. 


15 15 


3 
sus 03:07:02 0- 3/3: 6-00 
37.16 Domínio= (— oo, oo), imagem = (0, 1]. 


5л/2 parax< —1 


37.17 (0) n^ eco nm tg! go! eni se t cet mm massi 


1 я 1 
Ta ыры Tita lo 
(dig! x4 tg A (90806 x = tg j 
І і sen x -3 
3748 +t b) —; ur ^ ; 
rw х? et ( A A-x © 1 + cos? ta (1 + 9x?) cotg ^! 3x 


378 імтпоросдо до CÁLCULO 


“FE sex>0 
1 1 x? 1-х? 
e(t s >) тте d Es gr 
e 5 WET sex <0 
1-x 
А 24/4 — х? sea»0. à) 0 0 sex>0. is 2 
il hc E dax" : ? gica ed 
—— sea === 
a — xi x t —1 
= Жа -¡ 44D 
3749 tg 'u4tg о = р Tcu 


3720 oje 2*6 Iu" A Ci sem"! Ci sem T+ C; (e) e (e — 3) + С; 
1 _,(./6x Dory a) 1 ax Al ax 
Lu А (m2 X LC: Zac 
Pc ( 3 ecos 5 +C; (h) 7 seo 5 + С: 0 а sec 4t 


> AG = 
oge (rom x+ C) 9 TP Lese) вед! Х 3 o ES 


(n) ds sen 


4 
à EP) ro; (05 тр + 8x +20) 2187 = +C; 


х? 8/3 a Xx-1 1 ui 1 oe t Е 5) 

22, AN +C Itaca С: (8) еа ES С; 
(0) + 2х 3 8 В + ›@ 5 sen 5+ ROET ieri Js * 

1. xcu 
0318 3 +С. 


37.21 у => x. 37.22 —1radiano/segundo 37.23 = milhas/minuto = 50007 milhas/horax 15 708 milhas/hora. 


2 


3725 * 3126 B 3128 2/2 pés 


la 


37.24 


37.29 o[-35]:0 [0,л]; (9 [—1 1: -13«x «5; (9 —1<х<1. 
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37.34 (b) 3,141592651. (A aproximação correta com 10 algarismos significativos é 3,141592654.) 
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Capítulo 38 
е (зеп x — cos х) 
2 


(d) x sen^! х+ /1— x? + C; (е) x sen x + cos x + C; (f) 2x sen x + (cos x)(2 — x?) + С; 
(7 х [cos (In x) + sen (In x)] + Cif as [5x sen (5x — 1) + cos (5x — DJ + C; 


386 (а) -e (x +2x +2) + C; (b) + C;(o)eQ? — 3x? + 6x — 6) + C; 


() == Pm gi (b sen bx + a cos bx) + СЙ (x — sen x cos x) + C; 


sen? x sen ey 


1 
prom (D- T(E x tsen 2x +i ө) + cim (3х = D+C; 


(do sen x -È 
(л) x tg x — In |sec x| + С; (о) = ¿O + 2x sen 2x — cos 2x) + C; (р) x(In x? — 2x(ln x — 1) + C; 
(0) ; Gen Epia 8 - 2 13) 6:055 9 — 62) C; 
«сре 071 х x? + In (1 + x2)] + С; (0) x In (х2 + 1) – Xx —tg7! x + C; 


1 х? 
(mE gà - 


24€; 9E GInx-D4c. 
387 (a) 1; (b) (i) z(e — 2:030 + е), 


2 
388 (05:02; оч(2-3), 3810 OFO 38 (90:6 ZE. 


л-1 A 
38.12 (a) [= хіх = — pod [== x dx. 
n-i Es 
ОКЕ 
п n 
= = 
38.13 а [ses dx E ү" Lets 
n-i n-i 
1 2 2 2 
(b) () 7 (sec x tg x + In |sec x + tg x |) + C; (ii) EET авас (ыз! + Ex), C. 
Capítulo 39 
39.12 (a) – pee x+C; 05 e, C; ©; sen? x E: sen” x + sen? х + С; 
3 3 
(= de + 2 sen 2x t3 sen 4x -i sen in) +С; (916 «(i mE. == > a) +C; 


1 
DAR Ci) su xp ex x C; 
1 3 3 
(h) 7500? x ig x +3 sec x tg x + с In [sec x + tg x| + С; À pu x pute Cs 
1 1 1 5 
deco M qmd м 


1 
(0-2 5005 4x +С; me cos 21x — cos 4лх) + C; 4 (6 sen 2x — sen 12x) + C; 


sen M sen 13x 
m USE). 


39.14 (a) 0; (b) п. 
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Jirx- 
39.15 (а) / x? — 1 — ес”! x + C; (b) 2 sen” Žž- A =x -C;(o 1x! +1 шы Уна Т 


ie -3 3 
JC tC) At SO 1G -— 


1, 4- /16—9 4-16—9 1 
О Н ТИ 


4 13х| 4 Ixi 


TREE Ec ll XD Ax — 3) 
(0 = Gen ех — є*(1 — 2е°°),/1 е) +С; (0те tg УЭЛ +з tC 


39.16 VT eL T a). 3917 /2+ i-e enr -——. 


39.18 A mesma resposta do Problema 39.17 (pois os dois arcos são imagens espelhadas pela reta y = x). 


39.19 inQ-- 3. 3920 n9. /4 = 6r. 
Capítulo 40 
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1 lm xi-9 
0) -gin ix en ee3I- zin eed In lx 11+ C915 in carl С; 
5 —2 x 1 
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4 иб GR da 
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j Ita! © 

1 3 2x1 2 x-1 + 

1 —=In (x? 1) - tg! Oom 
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É 11 
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da gravidade, 169-170 
Amplitude, 210 
Ângulo de inclinação, 224-225 
Ângulo direcionado, 192 
Ângulo reduzido, 193-194 
Antiderivada, 227-228 
Arco co-secante, 306-307 
Arco co-seno, 302-303 
Arco cotangente, 305-306 
Arco secante, 304-305 
Arco seno, 301-302 
Arco tangente, 304-305 
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de círculo, 120-121 

de trapezóide, 251-252 
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sob uma curva, 235-236, 256-257 
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Comprimento de arco, 258-259 
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Coordenada x, 19-20 
Coordenada y, 19-20 
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Coordenadas polares, 199-200 
Co-secante, 220-221 
Co-seno, 196-197 
Co-tangente, 220-221 


Crescimento constante, 295-296 
Crescimento exponencial, 293-294 
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Decaimento constante, 295-296 
Decaimento exponencial, 294-295 
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Derivação implícita, 133-134 
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Derivação logarítmica, 279-280 
Derivada, 99-100 

de ordem superior, 167-168 

primeira, 167-168 

segunda, 167-168 
Descontinuidade, 85-86 
Descontinuidade removível, 85-86 
Desigualdades, 15 
Deslocamento, 144-145 
Diferença entre conchas cilíndricas, 268-269 
Diferenciação, 99-100 

implícita, 133-134 

implícita de ordem superior, 168-169 

logarítmica, 279-280 
Diferencial, 161-162 
Divisão de polinômios, 66 
Domínio, 55-56 


e, 284-285 
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Equação de suprimento, 49 
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método tabular, 113-114 
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€ raízes de polinómios, 60-61 
Fatores quadráticos, 330-331 
Fórmula da escova, 265-266 
Fórmula de comprimento de arco, 259-260 
Fórmula de conchas cilíndricas, 265-266, 268-269 
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Fórmula de disco, 264-265 
Fórmula de distáncia, 20-21 
Fórmula de seções, 266-267 
Fórmula quadrática, 47-48 
Fórmula rápida I, 229-230 
Fórmula rápida II, 278-279 
Fórmulas de ángulo duplo, 201-202 
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Fórmulas geométricas, 341 
Fórmulas para ponto médio, 21 
Fórmulas trigonométricas, 339 
Frações parciais, 331-332 
Fregiiência, 210 
Função, 55-56 
composta, 123-124 
contínua, 85-87 
ímpar, 59-60 
par, 58-59 i 
periódica, 199-200 
um aum, 301-302 
Função crescente, 138-139 
Função decrescente, 138-139 
Função degrau, 61-62 
Função diferenciável, 99-100 
Função integrável, 237-239 
Função inversa, 283-284, 301-302 
de funções trigonométricas, 302-303 
Função maior-inteiro, 61-62 
Função racional, 78-79 
própria, 330-331 
Função tangente, 220-221 
Função valor absoluto, 56-57 
Funções exponenciais, 283-284 
tabelas de, 344 
Funções trigonométricas, 196-197, 220-221 
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de funções, 55-56 
esboço de, 177-178 
interseção de, 45-46 
Grau, 191-192 


Hipérbole, 24-25 


Imagem, 56-57 
Indução matemática, 102 
Integração, 227-228 
por partes, 314-315 
Integração de funções trigonométricas, 321-322 
Integral 
de Riemann, 238-239 
definida, 237-239 
indefinida, 227-228 
Integrando, 227-228 
Integrandos trigonométricos, 321-322 
Intercepto x, 43-44 
Intercepto y, 37 
Interseção de gráficos, 45-46 
Intervalo aberto, 57-58 
Intervalo fechado, 57-58 


Intervalo semi-aberto, 57-58 
Intervalos, 57 
Inversa de: 
co-secante, 306-307 
co-seno, 302-303 
co-tangente, 305-306 
secante, 305-306 
seno, 301-302 
tangente, 304-305 


Juros capitalizados continuamente, 291-292 


Lacuna, 85-86 
Lei da média, 137-138 
Lei dos co-senos, 200-201 
Lei dos senos, 204-205 
Leibniz, Gottfried von, 245-246 
Leis dos expoentes, 125-126 
Limite, 67-68, 75 
infinito, 76 
lateral, 75 
no infinito, 77-78 
Limites de integração, 239-240 
Logaritmo decimal, 290-291 
Logaritmo natural, 275-276 
tabelas, 343 
Logaritmo na base a, 290-291 
Losango, 38-39 
Lucro marginal, 151-152 


m (coeficiente angular), 33-34 
Máximo: 
absoluto, 112-113 
relativo, 111-112 
Média, 246-247 
Medida de ángulo, 191-192 
Meia-vida, 296-297 
Método da substituigáo para antiderivadas, 229-230 
Método de Newton, 162-163 
Método tabular, 113-114 
Mínimo absoluto, 112-113 
Mínimo relativo, 111-112 
Movimento retilíneo, 144-145 
Mudanga de variável em uma integral, 247-248 


Newton, Isaac, 245-246 
Notação sigma, 235-236 
Número irracional, 91-92 
Número racional, 91-92 


Ordem superior: 
derivagáo implícita de, 168-169 
derivada de, 167-168 
Ordenada, 19-20 
Origem, 13-14 
Oscilação total, 210 


Parábola, 24-25 
Período, 199-200 
Pirámide, 272-273 
Polinómios, 59-60 
derivação de, 101 
Ponto crítico, 113-114 
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Ponto de inflexão, 173-174 

Pontos colineares, 38-39 

Potência racional, 125-126 

Princípio de aproximação, 161-162 
Princípio dos mínimos quadrados, 187-188 


Quadrantes, 19-20 
Queda livre, 145-146 
Quociente de uma divisão, 66 


Radiano, 191-192 
Radicais, 125-126 
Raiz repetida, 60-61 
Raízes de um número, 125-126 
Raízes de um polinômio, 59-60 
Regra da cadeia para potências, 124-125 
Regra de L' Hospital, 293-294 
Regra de Simpson, 254-255 
Regra do ponto médio, 254-255 
Regra do produto, 100-101 
Regra do quociente, 107-108 
Regra trapezoidal, 251-252 
Resto de uma divisão, 66 
Reta, 33-34 

equação da, 35 
Reta normal, 97-98 
Reta tangente, 93-95 
Retas paralelas, 37 
Retas perpendiculares, 38 


Salto, 85-86 
Secante, 220-221 
Seno, 196-197 
Simetria: 
em relacáo à origem, 51-52 
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